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1 Terminologie und Methodik

Wir befassen uns mit thermodynamischen Systemen (engl. thermodynamic system).
Dies sind meist makroskopische physikalische Systeme mit vielen mikroskopischen Frei-
heitsgraden, deren Wechselwirkung mit der Umgebung durch Transportstrome beschrie-
ben werden konnen. Die Thermodynamik (statistische Physik) beschreibt die Wechsel-
wirkungen von Systemen mit ihrer Umgebung. Ein thermodynamisches System ist also
von seiner Umgebung durch eine Grenze getrennt. Allerdings zeigt es sich, dass “vie-
le” Freiheitsgrade nicht unbedingt “viel” im Sinne von Anzahl von Teilchen bedeutet.
Auch Systeme mit “wenig” Freiheitsgraden wollen wir als thermodynamisches System
verstehen. Als Zugang zu diesen Systemen wihlen wir die Beschreibung mittels Wahr-
scheinlichkeiten.

Makroskopische Parameter charakterisieren das makroskopische System in seiner Ge-
samtheit und sein Verhiltnis zur Umgebung, z.B. Dichte, Volumen, Elastizitit, Konzen-
tration, Druck.

1.1 Beschreibung von Zustanden

Wichtige Begriffe
Thermodynamisches System (thermodynamic system), thermodynamischer Limes (ther-
modynamic limit), Observable (observable), intensive und extensive Observable (intensi-

ve, extensive observable)

Die Methoden der statistischen Mechanik werden vorwiegend fiir Systeme benutzt, deren
Teilchenzahl N groBist (N ~ 10%3) und deren Volumen V/, gemessen an mikroskopischen
Langenskalen, ebenfalls grof} ist. Diese typische GroBenordnung ist durch die Avogadro-
Konstante (Loschmidt-Zahl) (Atome bzw. Molekiile eines chemischen Reinstoffes)

Atome
1.1
Mol (1.1)
gegeben. Abbildung 1.1 zeigt solch ein typisches System mit “vielen” Atomen in einem

Ny = 6,02214199 x 10% =

Volumen. In der Praxis erweist es sich, dass die statistischen Methoden sogar fiir we-



TERMINOLOGIE UND METHODIK

Abbildung 1.1: Typische Systeme von Teilchen, welche Gegenstand unserer Untersu-

chungen sein werden. Das Bild links zeigt eine Modell einer Fliissigkeit,
das Bild in der Mitte ein biologisches Makromolekiil und das rechte Bild

gibt die Konfiguration eines Modells eines Ferromagneten wieder.

nige Teilchen erstaunlich gut sind. Solche mesoskopischen Systeme wie z.B. Makro-
und Biomolekiile, Vielelektronen-Atome, Schwerionen-Kernreaktionen konnen mit Er-
folg behandelt werden. Jedoch gibt es Phinomene, die erst bei sehr gro3en Teilchenzah-
len auftreten. Ein Beispiel hierfiir sind kritische Phidnomene bei Phaseniibergidngen. In
solchen Fillen ist es notwendig, den thermodynamischen Limes I/ — oo, N — oo zu
untersuchen, wobei etwa die Dichte (engl. density) n = N/V (manchmal benutzen wir
auch das Symbol p) konstant gehalten wird.

Obwohl die Hamiltonfunktion /7 und damit die Bewegungsgleichungen i.A. bekannt sind
(etwa durch eine geeignete Modellbildung fiir das zu untersuchende System), ist deren
Losung i.A. sehr schwierig und analytisch exakt nur in Ausnahmefillen moglich. In der
Regel miissen die Gleichungen approximativ oder numerisch gelost werden. Kommt nun
der Aspekt dazu, dass es sehr viele Teilchen im Problem gibt und dass man den Anfangs-
zustand eines komplexen physikalischen Systems und dessen Wechselwirkung mit der
Umgebung nicht im Detail bestimmen kann, nutzen wir einen Ansatz, so dass das System
durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (etwas spiter werden wir uns genauer mit dem
Begriff auseinandersetzen) reprisentiert wird. Die Observablen sind also die Erwartungs-
werte von stochastischen Variablen. Damit ist es nur noch moglich, Wahrscheinlichkeits-
aussagen liber die zeitliche Entwicklung eines Systems zu machen.

Beobachtbare Groflen differenziert man in intensive und extensive Groen (engl. intensive
observable). Als extensive Observable (engl. extensive observable) bezeichnet man eine
GroBe, deren Erwartungswert im Grenzfall V' — oo so divergiert, dass (A4)/V endlich
bleibt (fiir Erwartungswerte werden wir i.A. das Symbol (.) benutzen). Beispiele sind

die Teilchenzahl N, die Energie E, das magnetische Moment m und andere. Fiir diese

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



1.1 BESCHREIBUNG VON ZUSTANDEN

Gesamtsystem

Teilsystem Teilsystem

Abbildung 1.2: Ein Gesamtsystem kann als zusammengesetzt aus Teilsystemen aufge-

fasst werden.

GroBen kann man zugehorige Dichten konstruieren, so dass

(A) = / Brna(t)Alr) . (12)

Beispielsweise ist die Teilchendichte n(r) am Ort r

n(r) = Z 5(r—q;) (1.3)

oder die Stromdichte

j(r) =3 Z mi (pz’5<r —q;) +0(r— qi>pi> (1.4)

oder die Energiedichte ng(r), ohne duBlere Krifte,

1
np(r) = p— D piadr—q)pia+ 3> 06—+ ag)W(q—q;) . (L5)
i o 6,J

wobei die beiden Beitrige die Dichte der kinetischen Energie und die Dichte der potentiel-
len Energie darstellen. Die entsprechenden Dichten 7 4(r) im quantenmechanischen Fall
erhélt man aus dem Korrespondenzprinzip, wobei im Beispiel der kinetischen Energie
oder der Stromdichte auf die Reihenfolge der einzelnen Terme zu achten ist (hermitesche
Operatoren).

Anders ausgedriickt kann eine extensive Grofle auch wie folgt betrachtet werden: Man
denke sich ein thermodynamisches System in zwei Teile geteilt (siehe Abbildung 1.2).
Extensive GroBlen sind dann also solche, die sich additiv aus den Teilsystemen zusam-
mensetzen.

Intensive GroBen sind solche, deren Werte in den Untersystemen und im Gesamtsystem
gleich groB sind, z.B Druck P oder Temperatur 7.

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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Neben diesen makroskopischen beobachtbaren Grofien gibt es auch die mikroskopischen

Observablen, wie

TiyPiy Ty X P (1.6)

Wihrend in Experimenten diese in der Regel nicht zugénglich sind, sind sie in Compu-

tersimulationen zugénglich und von gro3em Nutzen.

1.2 Phasenraum

Wichtige Begriffe
Phasenraum (phase space), Trajektorie im Phasenraum (trajectory in phase space), Pha-

senraumfunktion (phase space function)

Seien ¢ ..., gy die Koordinaten (verallgemeinerte), die notwendig sind, um ein System zu
beschreiben. f heifit Anzahl der Freiheitsgrade. Das f-Tuple (q1,...,qr) , ¢ € R heilit
Konfiguration oder Zustand eines Systems. Falls das System ein klassisches ist, kom-
men noch die py, ..., ps korrespondierenden Impulse hinzu ¢ = (q1..., g7, p1, ..., py). Die
Menge aller Konfigurationen bildet den Phasenraum (engl. phase space) {2 mit der Di-
mension dim €2 = 2f, und der Zustand ist durch einen Punkt in (2 charakterisiert (siche
Abbildung 1.3).

Observable sind also Phasenraumfunktionen (engl. phase space function)

A QSR (1.7)

Sei g ein Propagator, der einen Phasenraumpunkt in einen anderen unter Fortschreiten
der Zeit in einen anderen fortschreibt (z.B. die Hamiltonischen Bewegungsgleichungen).
Eine Trajektorie (engl. trajectory) im Phasenraum ist die Menge von Konfigurationen

(Phasenraumpunkten), die man durch Propagation von einem Startpunkt ¢ erhélt

T, = {¢ € Qlg"(¢) = ¢ mitt € R} . (1.8)

Es sei H(p, ¢;t) die Hamilton-Funktion, die explizit von der Zeit abhingen kann, falls
zeitabhingige Krifte auf das System wirken. Wir werden uns aber fast immer auf Syste-
me beschrinken, fiir die eine zeitunabhidngige Hamilton-Funktion existiert, also auf kon-

servative Systeme. Fiir wechselwirkende Teilchen ist beispielsweise

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



1.2 PHASENRAUM

P Phasenraum
Iy

Abbildung 1.3: Darstellung des Phasenraums mit Trajektorien

H(p.q) = Z {% Z (pia + %Aia(Qi))Q + Vz‘(%)} +3 ZW(%%‘)’ (1.9)

wobei e; die Ladung des Teilchens i ist, V' (g;) und A,(q;) Potential und Vektorpotential
duBerer Krifte sind und W (q;, ¢;) die Wechselwirkung beschreibt.
Die zeitliche Entwicklung dieses Zustandes ist durch die Hamiltonschen Bewegungs-

gleichungen
d 0H d OH
T Hopd o {H, a} (1.10)
gegeben. Dabei haben wir die Definition der Poisson-Klammern
A OB A OB
{A,B}=Z<—a 9B _ 04 0B ) (1.11)
Opr, Ogk 0qy; Opx

k
benutzt. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen konnen als Bewegungsgleichungen

eines Punktes im Phasenraum €2 angesehen werden. Dessen “Geschwindigkeit” v, ist ein

6 N-dimensionaler Vektor mit Komponenten

of. 8H). (1.12)

vo = (e @) = (—5 55—
( ) < Oqr.~ Opy,
Betrachtet man nicht nur einen Zustand, sondern alle méglichen Zustéinde, erhilt man

eine Stromung in 2. Diese Stromung ist inkompressibel

. Opr  Ogx ) ( 0*H 0*H )
divoug = — +t— | = — + =0 . 1.13
o zk: (5‘1% Oqr zk: Opu0ge ~ 0qxOpi (13

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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Betrachtet man also die Bewegung der Punkte, die zur Zeit ¢, ein Volumen AVq () im

Phasenraum fiillen, fiillen sie zur Zeit ¢ ein Volumen AV (), wobei
AVq(t) = AVq(to) (1.14)

(siehe Mechanik).

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems (Mikrozustand) durch einen
Vektor |¢) mit Norm (¢)|1)) = 1 in einem Hilbertraum reprisentiert. Im Schrodinger-Bild
andert sich dieser Vektor als Funktion der Zeit entsprechend der Schrodinger-Gleichung

(D) = HOWD) (1.15)

wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist, den man beispielsweise mit Hilfe des
Korrespondenzprinzips aus der klassischen Hamiltonfunktion erhilt, indem man Orte gy,
und Impulse p;, durch die entsprechenden Operatoren G, und pj, ersetzt. Letztere erfiillen
die Vertauschungsrelationen [py, ¢;] = —ihdy.

Im Allgemeinen ist also eine Observable A explizit von der Zeit abhingig

A=Az, p,t) . (1.16)

Wie bereits gesagt, gehen wir in der Regel von einer Hamiltonfunktion aus, die nicht
explizit zeitabhingig ist und davon, dass der Grundzustand des Systems existiert, d.h.

E, = |I;lelSI)1H(¢)| <00 . (1.17)

1.3 Probabilistische Interpretation

Wichtige Begriffe
Liouville-Gleichung (Liouville equation), statistischer Operator (statistical operator),

Dichtematrix (Dichteoperator) (density matrix, density operator)

Bei unvollstindiger Kenntnis des Anfangszustandes sei das System durch eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P (p, ¢; to) im Phasenraum €2 reprisentiert.

Betrachten wir einen Punkt (Z(; (to),§ (to)) und ein ihn umgebendes Volumen AVq (1),
so ist A Vo (to)Pao (23 (to),qo (to); to) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Anfangszu-
stand einer der Zustéinde ist, die durch Punkte in AV (¢y) reprisentiert sind, wobei die

Zustandsdichte den Wert Q(p,¢) = 1 habe. Die zeitliche Entwicklung des Zustandes

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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( p (to),(}) (t9)) ist durch (1.10) gegeben und zur Zeit ¢ sei dieser Zustand ( p (t),g (t)).
Das ihn umgebende Volumenelement sei AV (). Aus (1.14) folgt aber dann

Pa(p (t),4 (to),to) = Pa(P (£),4 (t),t) (1.18)

oder in Form einer Differentialgleichung

0 0 0
— k= + Q= 1) = 0. 1.19
Mit den Hamiltonschen Bewegunggleichungen (1.10) erhélt man die sogenannte Liouville-
Gleichung
0
apﬂq)uqa ) = _{HJPQ}
_ OH(p,¢;t) OPa(p,¢;t) — OH(p ¢;t) OPa(p, ¢; 1)
= - Z (1.20)
Opr, gk Ok Opy,

Dabei ist { H, Pq} die Poisson-Klammer.

Vorausgesetzt haben wir dabei, dass die a-priori-Wahrscheinlichkeit Q(p, ¢) fiir jeden
Punkt im Phasenraum gleich ist und damit 2(p,q) = 1 gewihlt werden kann. Die-
se Annahme erscheint plausibel und folgt, wenigstens fiir ein einzelnes Teilchen, aus
Translations- und Galilei-Invarianz, stellt aber im Grunde genommen ein Postulat dar.

Bekanntlich sind die Poisson-Klammern invariant gegeniiber kanonischen Transformatio-

nen, also Transformationen der urspriinglichen Koordinaten py.qy, in neue px(p, ¢; t)Gr(p, ¢; t),

so dass
{Pe:0e} =0 {Ge, @} =0 {pr, @} = - (1.21)

Fiir solche Transformationen ist die Jacobi-Determinante gleich 1 und damit ist auch
Q(p,q) = 1. AuBerdem ist die Form der Liouville-Gleichung invariant. Fiir andere als
kanonische Transformationen erhélt man i.A. eine nichttriviale Zustandsdichte und eine
gednderte Form der Liouville-Gleichung.

In der Quantenmechanik wird eine physikalische Observable durch einen hermiteschen
Operator A beschrieben. Aus der Eigenwertgleichung

Alpn) = a|pn) (1.22)

erhilt man die reellen Eigenwerte a,, und die Eigenvektoren |¢,,), die eine vollstindige
orthonormierte Basis mit (¢,,|¢n) = J,., bilden. Eine Messung an einem beliebigen
Zustand |¢) liefert einen der Eigenwerte a,, mit Wahrscheinlichkeit p, = |(¢,|1)|*.

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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In einer statistischen Beschreibung konnen wir nicht davon ausgehen, dass der Zustand
|1) exakt bekannt ist. Stattdessen betrachten wir mehrere Zustéinde |¢/;) und geben Wahr-
scheinlichkeiten p; fiir deren Auftreten an. Diese Zustinde sollen normiert sein, miissen
aber nicht eine orthogonale Basis bilden. Der Erwartungswert einer Observablen A ist

dann

(A) = Zpi<¢i|fi|@/}z‘>- (1.23)

Eine vollstdndige orthonormierte Basis im Hilbert-Raum sei durch die Vektoren |v) ge-

geben. Dann kann man (1.23) umformen und erhalt

(A = > Zpi<wi|’/><’/|/i|#><ﬂ|¢i>

vp

= Y pudu (1.24)
v
Der Operator p, dessen Matrixelemente

P = O _(pele)ps(ilv) (1.25)

(2

sind, ist der statistische Operator (engl. statistical operator), Dichtematrix (engl. density
matrix) oder Dichteoperator (engl. density operator). Damit kann ein Erwartungswert als
Spur geschrieben werden

(A = > (ulplv) @l Alp) = (ulpA|u)

vp 2

= TrpA. (1.26)

Diese Schreibweise hat den Vorteil, dass sie unabhingig von der Wahl der Basis |v) ist,
da die Spur in jeder beliebigen vollstindigen orthonormierten Basis ausgewertet werden
kann. Da die p; reell sind, ist p,,, = p;,, und p ist damit ein hermitescher Operator. Aus
(1.25) mit = v erhdlt man p,,, > 0. Da dies in jeder beliebigen Basis gilt, ist p ein
positiv semidefiniter Operator, also ein Operator, dessen Eigenwerte nicht negativ sind.

Den statistischen Operator konnen wir formal in der Form

p=>_lm)puwlv| (1.27)
787

schreiben. Der statistische Operator ist normiert:

Trp=) pi=1 . (1.28)

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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Die zeitliche Entwicklung des statistischen Operators erhidlt man aus der Schrodinger-
Gleichung (1.15) und aus (1.25)

i (®) = 3 { GBIt O) — sl ) 1.29)
und damit die von Neumann-Gleichung
(1) =~ [H(1). (1) (1.30)

Die formale Ahnlichkeit mit der Liouville-Gleichung (1.20) ist offensichtlich. Auch Er-
wartungswerte in der klassischen statistischen Mechanik konnen wir entsprechend (1.26)

schreiben, indem wir als Spur ein Integral iiber den Phasenraum €2 benutzen

Trpfl:/PQ(p,q;t)A(p, q)d*pd*Nq . (1.31)

Dieses Integral kann mittels eines beliebigen Satzes kanonischer Variablen berechnet wer-
den. Dies entspricht der Unabhingigkeit der Spur von der gewihlten vollstdndigen ortho-
normalen Basis im Fall der Quantenmechanik. Diese vereinheitlichte Notation gestattet es
auch, die statistische Physik fiir klassische und quantenmechanische Systeme weitgehend

simultan zu entwickeln.

BEISPIEL 1.0 (Dichtematrix)

Um mit dem Begriff der Dichtematrix etwas vertrauter zu werden, berechnen wir in der

Ortsraumdarstellung die Dichtematrix

p=exp(—pH) |, (1.32)
wobei wir [ als einen Parameter annehmen und H die Hamiltonfuntkion eines freien
Teilchens (H = p?/2m) der Masse m ist. Wir berechnen den Operator fiir L — oo, wobei
wir annehmen, dass die Wellenfunktion des Teilchens periodisch in der Box V' = L3 ist.

Fiir das freie Teilchen haben wir

Hop = E¢g (1.33)
h (02 0? 0?
S = F 1.34
2m (8:62 i dy? * 822) o5 ¢e (1.34)
mit den Losungen der Form
bu(e.y,2) = Cexplilkar + kyy + k.2)} (1.35)

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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Wegen der Randbedingung muss gelten

k,L = 2mn, usw. (1.36)

und fiir die Energie

n*k? h?

E(ng,ny,n,) = E, = STl (n +n +n ) ) (1.37)
Aus der Definition (1.25) erhalten wir
(rlplr') =Y (r|E)e **(El) (1.38)
E
= > ou(r)e Fop(r’) . (1.39)
E

Beachte, dass p nicht normiert ist. Einsetzen der Eigenwerte und der Eigenfunktionen

ergeben

rlel’y = >, > Y gmep(og (i +ny+nl) (140
omi
na(z =) +ny(y =) +na(z =) (1.41)

wobei % wegen der Normierung der Wellenfunktion eingefiigt worden ist. Wegen der

Unabhingigkeit der Koordinaten haben wir

(rlplr') = (zlpl)(yloly') (zlpl ) (1.42)
wobei
ph? ,  2mi
(z]plz’) nz_oo—e p ( LGxjtfnm(az—x') : (1.43)
Fiir L — oo gilt
=~ 1 1 (=
- = — dk, . 1.44

Damit ergibt sich

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg
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@loley = 5= |

= <727TTZ712) exp (—W(x — x')2> (1.46)

und analog fiir ¥ und z mit dem Gesamtresultat

h? 2mi
exp <_anL2 n2 + Tnx(x — x')) dk, (1.45)
b

{r|pl|r) = (#W) 2 exp (—%(T — r’)Q) . (1.47)

1.4 Thermodynamische Variable

Thermodynamische Variable (thermodynamische Zustandsgroen) sind direkt messbare
Eigenschaften des Systems (Volumen, Druck, Temperatur, ...). Thermodynamische Varia-
ble bestimmen den thermodynamischen Gleichgewichtszustand (engl. thermodynamic
equilibrium), d.h. sie haben im Gleichgewicht einen festen Wert. Der thermodynamische
Gleichgewichtszustand ist der Zustand eines Systems, der sich durch zeitliche Konstanz

aller makroskopischen Parameter auszeichnet. Er ist somit ein stationérer Zustand.

Wie oben bereits diskutiert, unterscheiden wir zwischen extensiven und intensiven Grof3en.

1.5 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e Konnen extensive Groflen von einem System zu einem anderen stromen?
e Konnen extensive Groflen erzeugt oder vernichtet werden?

e Welche Bedingungen muf} ein Operator p erfiillen, um Dichteoperator eines physi-

kalischen Systems zu sein?

1.6 Ubungen

1. Zeige: Wenn Trajektorien sich schneiden, dann sind sie identisch.
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2. Sei f* ein Propagator. Zeige: Die Trajektorie ist eine Ein-Parameter-Gruppe:

ft+s — ft o fs (148)

3. Der Hamiltonian fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator lautet:

1 1
H(q,p) = 57«12 + %pz

mit Masse m und Federkonstanten k.

a) Wie lauten die Bewegungsgleichungen fiir p und ¢ ?
b) Gebe die Gleichung fiir den Phasenraum an (in p und gq).

¢) In der Quantenmechanik sind die Energieeigenwerte gegeben durch F,, =
(n+4) hw mit n = 0,1,2,.... Skizziere die Trajektorien fiir n = 0,1, 2.
Berechne die Flidche des Phasenraumes zwischen zwei aufeinander folgende

Trajektorien.

4. Ein freies Teilchen der Masse m befinde sich in einer Box der Linge L (1-dimensional),

deren Winde unendlich hoch sind.

a) Wie groB} ist das Volumen des klassischen Phasenraums mit Energien im In-
tervall [F — A, E' + A]. Was ergibt sich fiir A < 1?

b) Wie groB} ist das Volumen des klassischen Phasenraums mit Energie kleiner
gleich E£?

c) Wie grof} ist die Anzahl an Zustinden mit Energien kleiner gleich £ fiir
das entsprechende quantenmechanische System? Vergleiche das Ergebnis mit

dem klassischen fiir grof3es F.
5. Wir betrachten ein System mit folgender kinetischer Energie 7" und potentieller

Wir betrachten ein System mit folgender ki- S
netischer Energie 7" und potentieller Energie
V

T = lm(12(0‘2+u)2 sin? ) V = —mgacc :I
Energie V' 2 (1.49)
Das System beschreibt ein Teilchen auf ei-
ner Kreisbahn mit Radius a, wobei die Kreis-
bahn mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

w rotiert (siche Grafik).

Bead

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



1.6 UBUNGEN

a) Stelle die Bewegungsgleichung fiir das System auf mit Hilfe der Lagrange-
Gleichung:

d(aT) or oV (150)

a\og) 00 90
b) Gebe die Phasenraumtrajektorien f(6,6) = C(= const.) fiir das System an.
c) Bestimme die Gleichgewichtspunkte des Systems, d.h. 6=0=0

d) Wir mochten nun untersuchen, wie die Phasenraumtrajektorien in der Nihe
des Punktes (6, §) = (0,0) aussehen. Entwickle dazu in die Gleichung f (6, §) =
C aus Aufgabenteil (b) bis zur zweiten Ordnung in 0 und 6. Wie sehen die
Trajektorien fiir aw?/g < 1 und aw?®/g > 1 aus. Zeichne eine Schar von
Trajektorien fiir beide Fille.

6. Im Potts-Modell konnen Spins auf ihren Gitterpldtzen die Werte 1...q annehmen.
Der Hamiltonian fiir das g-state Potts-Modell ohne @ufleres Feld lautet:

H=—"" J6,0n,

<ij>

Wie grof} ist der Zustandsraum (die Michtigkeit der Menge) fiir N Spins?

7. (Extensive Grofien)
Eine Funktion f(z1,xs, ..., x,) heiit homogen vom Grade o, wenn sie der Glei-
chung

f(Az1, Azg, ooy Ay) = A f (21, 22, .., T4)

genligt. Zeigen Sie, dass fiir differenzierbare homogene Funktionen vom Grade o
gilt:

=3 (a)
Was ergibt sich hieraus fiir eine extensive GroBe g(z, y, 2)?
8. Der Hamiltonian fiir ein Elektron in einem Magnetfeld B sei gegeben durch
H = —HKB (a- ' B) )

mit dem magnetischen Moment ;. und den Pauli-Matrizen

. 01 . 0 —2 R 1 0
Oy = ’ Oy = . ’ 0, =
10 1 0 0 1
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Das Magnetfeld wirke in z-Richtung. In diesem Fall ist die Dichtematrix gegeben

durch
exp*5 H

=7y (exp=PH)
a) Berechne die Dichtematrix explizit.

b) Berechne den Erwartungswert von o,
9. Zeige:
a) Fiir jede Komponente S;, : = z, y, 2 des Drehimpulsoperators S gilt:
TrS=0

b) Jeder Dichteoperator fiir ein Spin-1/2 System hat die Form

1
p= 5(1+MU)

Dabei ist ¢ = (0,,0,,0,) ein Vektor aus den drei Pauli-Matrizen und g ein
reeller Parametervektor.

¢) u istidentisch mit dem Mittelwert (o) := Tr po
d) Berechne die Eigenwerte von p und zeige, dass |u| < 1 ist.
10. Ein Operator heif3t Dichteoperator, wenn er hermitesch ist, seine Spur eins betragt

und er positiv semidefinit ist. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Matrizen Dichte-
operatoren physikalischer Systeme sein konnen

a)
L _1
R (1.51)
4 2
b)
/s
poo
0 1 0 (1.52)
V3
—F 0 -
©)
6 15 0
1 1
= & 0 (1.53)
0 0 2

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



1.6 UBUNGEN

21

11. Betrachten Sie ein System von zwei unterschiedlichen Spins s = 1/2 bestehend aus

12.

einem Elektron (e) und einem Proton (p). Beide Teilchen befinden sich in Ruhe.
Der Zustandsraum ist H = H¢ ) HP. Zu einem bestimmten Zeitpunt ¢, liegt der

reine Zustand

W) =al++) + B+ =)+l —+) + 8- )

mit |||+ | 3||*+||v]|*+]|0]|? = 1 vor. Dabei sind die gemeinsamen Eigenzustiinde

von S¢ und SP gegeben durch | m.m,,) =| m.)¢ | m,)? (mit m., = £1).

a) Wie lautet der Dichteoperator des reinen Zustandes | u)?

b) Ermitteln Sie durch partielle Spurbildung den Dichteoperator p© in H¢, der
zum betrachteten Zeitpunkt den Zustand des Subsystems (e) des Elektrons
beschreibt. Welche Beziehung muss zwischen «, 3,y und 4 gelten, damit sich

das Elektron (dann und nur dann) in einem reinen Zustand befindet?

Seinen |¢;) normierte Zustinde des Hilbertraums und p; € [0,1] mit ). p; = 1.
Dann ist der Dichteoperator p definiert als

p=">pili) (Wil (1.54)

Betrachte nun einen zweidimensionalen Hilbertraum mit Orthonormalbasis {|1) , |2) }

und Dichteoperator

1) +12)
V2

a) Bestimme « so, dass p tatsichlich ein Dichteoperator ist.

ﬁ:a|1)<1|+%|x> (x| mit |x) = (1.55)

b) Berechne a) den Mittelwert (B) des Operators B = |2) (2| und b) die Wahr-
scheinlichkeit, das System im Zustand |1) zu finden.

¢) Was ist die Matrixdarstellung des Dichteoperators in der Basis {|z) , |y)} mit
|z) = \1>\J/r§|2> und |y) = |1>\;§|2>7

d) Das System durchliuft eine Apparatur, welche nur die Zustidnde |1) durchlisst
(z.B. eine Stern-Gerlach-Apparatur). Wie sieht der Dichteoperator des Sys-

tems nach Verlassen der Apparatur aus?
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariable

Wichtige Begriffe
Ereignisse (events), Elementarereignis (atom), Wahrscheinlichkeit (probability), Bayes-

Gesetz (Baysian law)

In der Statistik spricht man von Ereignissen (engl. events) und Wahrscheinlichkeiten
(engl. probabilties) fiir das Auftreten dieser Ereignisse. Ereignisse sind Mengen, und un-
ter einem Elementarereignis (engl atom) versteht man eine Teilmenge, die nicht leer ist

und nicht weiter zerlegt werden kann. Fiir Elementarereignisse a; gilt

ana; =0 . 2.1)

Es sei £ die Menge aller Elementarereignisse. In der statistischen Physik verstehen wir
Mikrozustinde als Elementarereignisse. Dies sind vollstiandig charakterisierte physikali-
sche Zusténde. In der klassischen Physik von N Teilchen in 3 Dimensionen sind sie durch
Angabe aller Orte ¢; - - - g3y und Impulse p; - - - g3y gegeben. Den 6/N-dimensionalen
Raum bezeichnet man als Phasenraum (engl. phase space) und damit entspricht einem
Mikrozustand ein Punkt im Phasenraum. In der Quanten-statistischen Mechanik ist ein
Mikrozustand durch Angabe eines vollstdndigen Satzes von Quantenzahlen gegeben. Be-
trachtet man etwa Teilchen in einem Volumen der Lineardimension L, sind hierfiir die
Komponenten der Wellenvektoren aller Teilchen k; = 27n; /L und deren Spins s; ge-
eignet. Dabei sind n; , ganze Zahlenundi =1---N, a=1---3.

Es seien A und B Teilmengen von &, nicht notwendigerweise elementar. Falls

ANB=0 (2.2)

nennt man A und 3 unvereinbar. A ist komplementir zu A, falls
ANA=0 und AUA=E . (2.3)

Die Vereinigung (Summe) ist A U B.
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In der statistischen Physik werden wir Makrozustinde einfiihren, die unvereinbare Teil-
mengen aus Mikrozustinden darstellen. Beispielsweise kann man alle Mikrozustédnde mit
einer Energie in einem Intervall &/ — % <FEFE---FE-+ % < FE zu einem Makrozustand der
Energie I zusammenfassen.

In der Quantenmechanik sind die Energiewerte von Mikrozustdnden, fiir /N Teilchen in
einem Volumen der GroBe V' = L3, diskret. Der typische Abstand benachbarter Ener-
gieniveaus ist ~ L1, wogegen die typische Energiec £ ~ N ist. Im thermodyamischen
Grenzfall N — oo, V' — oo kann also AFE sehr klein gewéhlt werden und die Energie
kann als kontinuierliche Variable aufgefasst werden.

In der Statistik wird einem Ereignis .4 eine Wahrscheinlichkeit P(.A) fiir das Auftreten
von A zugeordnet und es soll gelten:

1. 0 < P(A) < 1reell
2. P(€) =1 (das sichere Ereignis)
3. Fiir zwei Ereignisse A und B gilt

P(AUB)=P(A)+P(B) falls ANB=0 oder P(ANB) =0
P(AUB) < P(A)+ P(B) sonst 2.4

Dies ldsst sich einfach auf mehr als zwei Ereignisse erweitern.
Fiir P(B) > 0 definiert man eine bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von A,
falls sich B ereignet hat (Bayes-Gesetz)

(AN B)

P(A|B) = Pp(ﬁ,) (2.5)

Falls diese nicht vom Eintreffen von B abhingt, also P(A|B) = P(.A), bezeichnet man
A und B als unabhingig und dann gilt P(A N B) = P(A)P(B).
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2.2 Grundgesamtheit, Verteilungen

Wichtige Begriffe

Wahrscheinlichkeitsmaf3 (probability measure), Mafsraum (measure space), stochastische

Variable (stochastic or random variable), Verteilung einer stochastischen Variablen (pro-

bability distribution), Momente einer Verteilung (moments of a distribution), Gleichvertei-

lung (uniform distribution), Binomial-Verteilung (binomial distribution), Gauss-Verteilung
(gaussian distribution), Hypergeometrische-Verteilung (hypergeometric distribution), Kor-

relation (correlation), Korrelationslinge (correlation length)

Die Grundmenge, auf die wir uns beziehen, kann sowohl abzihlbar, als auch iiberabzihl-

bar sein. So ist
Q= {s1,...,sn5]8i = £1}, [|Q] =2V

abzihlbar. Weiter fiir ein System von /V Teilchen mit der Hamiltonfunktion

N
H=> p}/2m+Y Ulry) (2.6)
i=1

i<j
ist O = ROV also iiberabzihlbar. Gewohnlich ist 2 der Phasenraum.
Das primdre Maf (sieche Anhang), an dem wir interessiert sind, ist das Gibbs-Mal (engl.

Gibbs measure)

e HE/ kT gy (2.7)
jedoch lohnt es sich, allgemeiner vorzugehen.

Eine Zufallsvariable (engl. random variable) ist eine Funktion

X:Q0—R (2.8)

mit der Eigenschaft

VeeR: {weQX(w) <z} eXn (2.9)

also eine messbare Funktion von einem Wahrscheinlichkeitsraum in einen Messraum
(X ist die Ereignisalgebra (siehe Anhang). Eine Verteilungsfunktion (engl. distribution

function) einer Zufallsvariable X ist die Funktion

F:R—[0,1] (2.10)
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gegeben durch

F(z)=P(X <x) (2.11)
d.h. F(z) = P(A(x)) mit A(z) € Q mit A(zx) = {w € QX (w) < 2} und P ist ein
Wahrscheinlichkeitsmal$ (siehe Anhang).

BEISPIEL 2.0 (Zufallsvariable)

Angenommen, wir hitten einen Spin T und |. Der Zustandsraum ist

Q={11}
Ein Wahrscheinlichkeitmal3 P ist durch

P@)=0, P(1)=p, P(l)=1-p, P(QY =1
gegeben mit p fest aus [0, 1]. Sei X : Q@ — R durch

X(M=1,X()=0
gegeben (Bernoulli-Variable). Die Verteilungsfunktion F' ist durch

0 x <0
Flz)=< 1—-p 0<z<1
1 r>1

Man sagt, X habe eine Bernoulli-Verteilung (engl. Bernoulli distribution).

Eine Zufallsvariable ist stetig, wenn wir die Verteilungsfunktion als

/ f(uw)duz € R (2.12)

fiir eine integrierbare Funktion f : —0, 1] ausriicken koénnen. f heifit Wahrscheinlich-
keitsdichte (engl. probability density).

BEISPIEL 2.0 (Gleichverteilung)

Die Zufallsvariable X ist gleichverteilt (engl. uniformly distributed) auf [a, b], wenn

0 r<a
Flz)=q 72 a<z<b (2.13)
1 x>b
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Wir wollen nun praktisch Zahlen erzeugen, die einer Gleichverteilung (engl. uniform
distribution), d.h. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, bei der fiir jeden moglichen Zu-
stand die gleiche Wahrscheinlichkeit bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte des Zutreffens be-

steht, geniigen. Diese generieren wir mit Hilfe einer Rekursion

zit1 = G(x;), xo = Anfangswert . (2.14)

Da die Zahlen rekursiv erzeugt werden, sind sie zwar korreliert, aber man kann zeigen,
dass sie statistische Eigenschaften besitzen, die der gewiinschten sehr nahe kommen. Ty-

pisch ist die folgende Form der Rekursion

G(z) = (xra+0b) mod M | (2.15)

wobei es eine Vielzahl von verschiedenen Parametern gibt. So wihlt man etwa a = 16807,
630360016 oder 397204094 zusammen mit M = 23! — 1.

R 2.2.1

RANDU <- function() {
seed <- ((2716 + 3) * seed) %% (2731)
seed/(2°31)

y<-rep(0,300000)
seed<-45813
for (i in 1:300000){
y[i]1<-RANDU()
}

x<-cbind(y[1:29999],y[2:30000])
plot(x)

y<-matrix(y,ncol=3,byrow=T)
z<-y[(0.5<y[,2]1)&(y[,2]1<0.51),c(1,3)]
plot(z[,1],z[,2])

Nehmen wir an, dass wir ein Computerprogramm geschrieben hitten und nun testen
mochten, ob die Zahlen auch gleichverteilt sind. Dazu berechnen wir die Momente der
Verteilung (engl. moments of a distribution) . Das k-te Moment einer Verteilung P(z)
bzw. das k-te zentrale Moment ist
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Korrelation aufeinanderfolgender Zufallszahlen

Q
-

8 g 8 %8 % 08 % % ¢
z-%%%a i%i '
Wg_% gg% %éig
g_clé .%.%%|.§°%

Abbildung 2.1: Test der Gleichverteilung des Zufallszahlengenerators RANDU. Geplot-
ted sind jeweils aufeinanderfolgende Paare von Zufallszahlen. Klar zu

erkennen ist die erwartete Streifenbildung.

S o W
<zF> = aniF(a:Z) (2.16)
<(z—<z>)F> = —Z —<x>)F(x) k=2, .. (2.17)

Wenn die Verteilung also gleichmé@Big im Definitionsbereich sein soll, dann darf sie nicht

schief sein. Dies messen wir durch Schiefe (engl. skew)

<(rx—<x>)?

5= (< (z— < x >)% >3/

(2.18)

Fiir spitere Betrachtungen ist noch der Excess von Interesse

L <(z—<z>)>
T (< (z—<x>)?2>2-3 (2.19)

Er berechnet die Abweichung der Verteilung von einer Gauss-Verteilung.

BEISPIEL 2.0 (Verteilung)

Wir befassen uns nun mit einigen praktischen Verteilungen von Zufallsvariablen. Als ers-
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tes widmen wir uns der Binomial-Verteilung (engl. bionomial distribution)

Pu(x) = (n)p$0-—zﬂ”‘x (2.20)

x
Die Binomialverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein bestimmtes Ereignis bei
n unabhidngigen Ausfiihrungen eines Experimentes genau x-mal eintrifft, wenn es bei

einer Einzelausfiihrung die Wahrscheinlichkeit p besitzt. Die Varianz ergibt sich zu

np(l —p)

Der Erwartungswert ist

np
MAPLE 2.2.1
> restart;
> with(stats);
> n:=100;
> p:=0.4;
> binom:=(x)->statevalf [pf,binomiald[n,pl] (x);
> pts:=seq([i,binom(i)],i=1..100);
> plot([pts],x=1..100,style=point,symbol=circle);

Wir betrachten nun die Approximation der Binomial-Verteilung durch die Gauss-Verteilung

(siehe Figure ??)

P(z) = e 27 (2.21)

wobei ¢ die Standardabweichung ist.

MAPLE 2.2.2

> restart;

> with(plots, display):

>n := 6;

> binomials := n -> [seq([m,2”(-n)*n!/(m! * (n-m)!)], m = 0..n)];
> Gaussian_approx := x —> exp(-(x-n/2)°2/(n/2)) / sqrt(Pi*n/2);
> plot({binomials(n), Gaussian_approx}, 0..n);

Als letztes Beispiel noch die Hypergeometrische-Verteilung (engl. hypergeometric dis-
tribution). Die Hypergeometrische-Verteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir,
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Binomial-Verteilung
0,08 ob

0,07
0,06 — o
0,05 - o
P(x) 0,04—-
0,03 — ° o
0,02 -

0,01 o o

Abbildung 2.2: Binomial-Verteilung

0,30 —
0,25 -
0,20 —
0,15 —
0,10 —

0,05

Abbildung 2.3: Approximation der Binomial-Verteilung durch eine Gauss-Verteilung
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Hypergeometrische Verteilung
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Abbildung 2.4: Hypergeometrische- Verteilung

dass bei NV gegebenen Elementen, d.h. einer Grundgesamtheit vom Umfang N, von de-
nen M die gewiinschte Eigenschaft besitzt, beim Herausgreifen von n Probestiicken, d.h.

einer Stichprobe mit Umfang 7, genau x Treffer erzielt werden.

flz) = ~ps (2.22)

MAPLE 2.2.3
> restart;

> with(stats);

> n:=20;

> a:=5;

> N:=100;

> pts:=seq([i,hypgeo(i)],i=0..5);

> plot([pts],x=0..5,style=point,symbol=circle);

X und Y sind stetig mit gemeinsamer Dichtefunktion f : R? — [0, c0), wenn fiir alle
z,y € R gilt:

F(x,y):/_y /_x f(u,v)dudv . (2.23)

Die marginale Verteilungsfunktion (engl. marginal distribution) von X und Y ist jeweils
durch
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Fx(z) = P(X <x)=F(r,0) (2.24)
Y <y) = F(c0,y) (2.25)
gegeben (die marginale Dichtefunktion ist fx (z) = [*_ f(x,y)dy).

Die bedingte Verteilungsfunktion (engl. conditional distribution) von Y bei gegebenem
X = zist durch

Fyx(z,y) = / o fy) (2.26)

v=—00 fX (.T)
fiir x, so dass fx(z) > 0 (analog Dichte).
Betrachten wir noch einmal das Bayes-Gesetz unter den nun entwickelten Aspekten, dann

haben wir zunichst

_ Pr(AnB)
Pr(A|B) = 7Pr(B) (2.27)
und damit
Pr(A|B) Pr(B) = Pr(ANn B) = Pr(B|A) Pr(A) . (2.28)
Bzw. mit Wahrscheinlichkeitsdichten
f(zly) f(y) == flylz) f(z) . (2.29)

D.h., wir erwarten eine Symmetrie in Form von Wahrscheinlichkeiten. Auf diesen Punkt
werden wir im nédchsten Kapitel noch einmal im Zusammenhang mit der Bedingung des
Gleichgewichts eingehen.

Kommen wir zuriick zur Physik. Fiir ein, wenigstens im Mittel, riumlich homogenes Sys-
tem hingt der Erwartungswert einer Dichte nicht vom Ort ab und damit wird

(A) = V(na(r)). (2.30)

Beobachtet man etwa zwei Dichten 74(r) und n5(r’), so findet man im Regelfall, dass
deren Korrelation (engl. correlation)

Cap(r.r') = Cap(r = 1']) = (a(r)ip()) — (Aa(r) (an(r)) (2.31)

als Funktion des Abstandes der Punkte r und 7’ rasch abfallen. Fiir groBe Abstinde findet

man typischerweise
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Cap(r) ~ e/t (2.32)

wobei die Korrelationslinge (engl ) ¢ auch im thermodynamischen Grenzfall endlich
bleibt und von der GroBenordnung der Reichweite der Wechselwirkung oder der mitt-
leren freien Wegléinge der Teilchen ist. Nur in unmittelbarer Ndhe von kontinuierlichen
Phaseniibergédngen kann £ stark anwachsen.

Fiir die Korrelation der extensiven Observablen findet man

(AB) — (A)(B) = / Brd®F (ha(r + P)ag(r)c ~VE | (2.33)
wobei zu beachten ist, dass die beiden Terme auf der linken Seite jeweils von der GroB3en-
ordnung V2 sind. Speziell fiir die Varianz der Observablen A erhilt man

AA = /(A2 — (A2 ~ \JTVE | (2.34)

und damit verschwinden die relativen Schwankungen AA/ <fl) einer extensiven Variablen

im thermodynamischen Grenzfall

AAJ(A) ~ (/€3 /V —0. (2.35)

Als intensive Variablen bezeichnet man Groflen, die auch im thermodynamischen Grenz-
wert endlich bleiben. Dazu gehoren die Erwartungswerte von Dichten, Stromdichten aber
auch GrofBlen wie Temperatur, Druck oder chemisches Potential, die wir im weiteren Ver-
lauf diskutieren werden.

Im Fall der Quantenmechanik, falls die Operatoren A und B nicht kommutieren, hingt
eine simultane Bestimmung der Erwartungswerte von der Reihenfolge ab, also (AB ) #

(BA). Konstruiert man die zugehdrigen Dichten, findet man jedoch im Regelfall

[a(r), ip(r)] — 0, (2.36)
[r—rI>>¢

wobei auch ¢ im thermodynamischen Grenzfall endlich bleibt. Beispielsweise findet man

1 (r), gy, (F)] = 2iha(r)V'W (2r — 20 )A(2r" — 1) (2.37)

und man erhilt fiir die Kohirenzlinge ( die Reichweite der Wechselwirkung.
Damit ist fiir endliche ¢

(A, B]) = / Erdr ([a(r), ip(r)]) ~ VE? (2.38)

und folglich kdnnen Operatoren, die extensiven Variablen entsprechen, im thermodyna-

mischen Grenzfall als vertauschbar und damit simultan messbar angesehen werden.
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Stichproben GroRe

Theoretische GroRe

Abbildung 2.5: Vergleich zwischen der theoretischen Normaverteilung und der durch

die Summe unabhingiger gleichverteilter Zufallszahlen erzeugten.

2.3 Gesetz der groBen Zahlen

Eine Summe von sehr vielen unabhingigen Zufallsvariablen ist unter der Voraussetzung,
dass jede der unabhingigen Zufallsvariablen nur einen geringen Einfluss auf die Summe
hat, angenidhert normalverteilt (siche Anhang). Gegeben seien n voneinander unabhéngi-
ge Zufallvariablen X7, X, ..., X,;, die nur den Wert 1 (mit Wahrscheinlichkeit p) und den
Wert 0 (mit Wahrscheinlichkeit ¢) annehmen konnen. Wie grof3 ist dann die Wahrschein-
lichkeit, dass die Summe X := X; + X5 + ... + X,, den Wert z annimmt? Dies ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis “Wert 1 annehmen” genau x-mal von n-mal eintre-
ten muf}. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist eben P, (x). Nach dem zentralen Grenzwertsatz

ist X angendhert normalverteilt.

BEISPIEL 2.0 (Normalverteilung)

Wir zeigen nun numerisch, dass bei hinreichend grof3er Stichprobe die Variablen normal-

verteilt sind. Hierzu ziehen wir Stichproben aus einer Gleichverteilung und normieren die
Summe. Die so gewonnene Variable ist normal-verteilt, wie man durch den Vergleich mit
der Normalverteilung sieht (vgl. Abbildung).

R 2.3.1

numcases = 10000
min = 0

max = 1

samples = 1000
sigma = sqrt(1/12)
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mu =

X:

0.5

0

for (i in 1:samples) {

t

= runif (numcases,min,max)

x[i] = (mean(t) - mu) / (sigma/sqrt(numcases))

3

hist (x,prob=T)

qgqnorm(x,main=’normal(0,1)’)

qqline(x)

2.4

Uberpriifen Sie lhr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e Wie sind der Erwatungswert (.X') und das n-te Moment einer stochastischen Varia-

2.5

ble X definiert?

Wie erhilt man den Erwartungswert eines Operators A aus dem Dichteoperator p?

Ubungen

. Erzeugen gleichverteilter Zufallszahlen

Eine einfache und hiufig benutzte Methode zur Erzeugung von gleichverteilten Zu-
fallszahlen besteht in der Verwendung linearer Kongruenz. Hierbei wird eine Se-
quenz von natiirlichen Zahlen Iy, I5, I3, ... (I,, € [0, m — 1], m sehr groB) durch die

Rekursion

Iiyn=alj+cmodm a>0,c>0

erzeugt. Der Startwert [, der sog. seed, ist ein beliebiges ungerades Element aus
[0,m — 1]. Bei geeigneter Wahl von a, m und c¢ erhilt man die maximale Peri-
odenlidnge m — 1, andernfalls wiederholt sich die Sequenz bereits nach p < m — 1
Schritten. Fiir eine mogliche Wahl der Parameter a, m und ¢ mit maximaler Pe-
riodenldnge siehe z.B. Numerical Recipies, herausgegeben von W.H. Press, B.P.
Flannery, B.A. Teukolsky und W. T. Vetterling.

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



36

ELEMENTARE WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Um eine moglichst groBe Periodenlidnge zu erhalten, wihlt man fiir m hiufig die
auf dem Computer grof3te darstellbare natiirliche Zahl 7,,,,. Werden Integer-Zahlen
z.B. mit 32 Bits dargestellt, 50 ist I, = 23! — 1 (wieso?).

Gleichverteilte reelle Zufallszahlen X; aus [0, 1) erhdlt man dann durch Division
durch m, X1 = I;+11/m. Die so erzeugten Zufallszahlen sind natiirlich nicht
vollig zufillig, da man bei gegebenem seed [, immer die gleiche Sequenz erhiilt,
man bezeichnet die so generierten Zufallszahlen deshalb héufig als pseudo-random.

a) Erzeuge nach der oben beschriebenen Methode (z.B. ¢ = 0, a = 16807 bzw.
65539 und m = 23! — 1) gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall [0, 1). Hin-
weis: Um bei der obigen Rekursion einen Uberlauf zu vermeiden, dividiert
man durch m, d.h. man iteriert in der Form (¢ = 0), X1 = aX; mod 1. Um
bei dieser reellen Arithmetik nicht zu viele signifikante Stellen zu verlieren,

empfiehlt sich hier doppeltgenaue Rechnung.

b) Vergleichen Sie Mittelwert und Varianz der so erzeugten Zufallszahlen mit

den theoretischen Werten fiir im Intervall [0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen.

2. Zeige: Eine Gaussverteilung P(x) = exp(—x?) hat nur die Momente k = 1,2

3. Autokorrelationsfunktion

Folgende sich periodisch @ndernde Grof3e sei gegeben:
m(t) = m cos(wt)

a) Berechne die Autokorrelationsfunktion.

a) Zeige, dass die Autokorrelationsfunktion unabhingig von der Phase von m(t)
ist.
(m/(t) = mcos(wt + ¢))

4. Ein bestimmter Prozess habe die Eigenschaft, dass unabhingig davon, was sich
im Intervall [0, ¢] ereignet hat, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis im Intervall
[t,t + h] durch A\h gegeben sei. Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als ein Ereignis
sei hoherer Ordnung in .

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢, n Ereignisse stattgefunden
haben, fiir den Grenzfall h — 0.

b) Bestimme die Mittelwerte von n und n? fiir die Verteilung.
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5. Folgende Verteilung sei gegeben:

nle _ 2rn(N/V) 1/2 oy _E
0 = e e (=5 ) a7

a) Was ist der wahrscheinlichste Wert von E?
b) Bestimme den Mittelwert < £ > .

¢) Bestimme den Mittelwert < E? > .
Die GroBen N,V und 3 seien konstant.

6. Poisson-Verteilung
In einem Behilter mit Volumen V|, befindet sich ein Gas, das aus Ny > 1 (nicht
wechselwirkenden) Molekiilen besteht. Bei einem Experiment wird eine Probe des

Volumens V' <V} aus dem Behilter entnommen.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit Py, (/N) dafiir, N Molekole im Volumen
V' zu finden?

b) Wie kann man die obige Verteilung im Falle V' < V|, approximieren? Plotten
Sie beide Verteilungen fiir die Félle V; = V4 /2, Vo = V4/10 und V3 = V4/100
bei festem N.

¢) Nun sollen viele Proben des gleichen Volumens aus identischen Behiltern
entnommen werden. Wie grof3 ist die mittlere Anzahl (N) von Molekiilen
in V < V; und deren Varianz AN? Benutzten Sie fiir Ihre Berechnung die
approximierte Verteilung aus Teil b)

7. Maxwell-Boltzmann-Verteilung
Gegeben sei ein Gas bei einer Temperatur 7' bestehend aus Partikeln der Masse m.
Nehmen Sie an, dass die Geschwindigkeiten v,, v, und v, der Teilchen GauBverteilt
sind und begriinden sie diese Annahme:

—gmo?

p(v;) = Ne 7%t Vie{x,y,z}.

Berechnen Sie die Normierungskonstante /N und bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeitsverteilung p(v) des Geschwindigkeitsbetrags v, wobei v = ||v|| = ||(v4, vy, v2)"||
ist. Was ist der Erwartungswert (v) von v und welchen Effekt hat eine Temperatur-
erhohung AT = T auf diesen?
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8. Ein Kiristall besitze eine Zahl N an ungepaarten Elektronen, die auf dessen Git-

ter angeordnet seien. Die Elektronen konnen ihren Spin vollig unabhéngig von-
einander einstellen. In einem duBeren Magnetfeld B = Be,, B > 0, kann die
xz-Komponente des Spins nur die Werte +//2 annehmen. Diese beiden Spinein-
stellungen erfolgen mit den Wahrscheinlichkeiten p, = AN exp(upB/kgT) und
p_ = Nexp(—upB/kgT), mitp, +p_ = 1.

a) Bestimmen Sie die Verteilung P(m) dafiir, dass m Spins mehr parallel zum
B-Feld sind als antiparallel.

b) Bestimmen Sie das mittlere magnetische Moment der Elektronen (i) = pp(m)

und dessen Varianz Ay = pgAm.

. Betrachten Sie ein Gas aus N = 10?* Atomen. Jedes dieser Atome habe eine

Energie F; mit der Wahrscheinlichkeit p(E;) = N exp(—FE;/kgT). Bestimmen
Sie zunichst den Mittelwert (F;) und dessen Schwankung AFE;. Zeigen Sie da-
bei, dass beide von der Groenordnung O(kgT') sind und damit AE;/(E;) von
der Grofenordnung 1 ist. Bestimmen sie anschlieBend mit Hilfe des Gesetztes der

groflen Zahlen daraus die relative Unbestimmtheit AE/(E), fiir die Gesamtenergie
E=Y.E.
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3 Ein Beispiel: Der Random Walk

Ein einfaches Modell fiir einen zufélligen Prozess ist der Random Walk oder auch Irrfahrt
genannt. Sei ¢ die Koordinationszahl eines Gitters A. N (fest) sei die Anzahl der Schritte.
Wir definieren rekursiv iiber die Anzahl der Schritte: Der Walk habe 7 < N Schritte
gemacht. Wihle mit gleicher Wahrscheinlichkeit (1/¢) einen der ¢ Nachbarn fiir den i+ 1-
ten Schritt.

Die wesentliche Eigenschaft des Random Walks ist die Unabhingigkeit der einzelnen
Schritte. Jeder Schritt des Walkers hdngt nur von seiner aktuellen Position (Gegenwart)
und nicht von den bereits besuchten Pldtzen (Vergangenheit) ab. Jeder Teilschritt ist ein
neuer Ursprung. Der Walker kann also vorher besetzte Plitze nochmals belegen (kei-
ne Selbstvermeidung), und der Pfad des Walkers ist nicht kreuzungsfrei (vgl. die Abbil-
dung 3.1).

In einer Dimension konnen wir das oben gestellte Problem recht leicht 16sen. Sei a die
Gitterkonstante und P(x,t) die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an der Stelle z, zum
Zeitpunkt ¢, zu finden. Die zeitliche Entwicklung von P(z,t) konnen wir wie folgt be-
schreiben: Wir erhalten einen Zuwachs der Wahrscheinlichkeit durch Spriinge (die mit
der Wahrscheinlichkeit w(xz — 2’) fiir einen Sprung von x — x’ vorkommen) von einem
der benachbarten Orte (x — a und x + a) und einen Abfluss durch Spriinge vom Ort x zu
einem der Nachbarn

%P(:{;,t) = Ple+a,t)W@+a—2)+Plr—at)W(r—a— )
— P, t)W(z —2x+4+a)— Plx,t)W(zx — z—a) , (3.1)

wobei

W(xex:ta):W(a::i:aex):g : (3.2)

mit I' der Anzahl der Spriinge pro Zeiteinheit.
Die obige Gleichung (3.1) nennt man Mastergleichung. Sie ldsst sich selbstverstindlich

verallgemeinern (siehe spiter).
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Abbildung 3.1: Beispiel eines Random Walks auf einem einfach-quadratischen Gitter.
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Zur Losung der partiellen Differentialgleichung bietet sich eine Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeit P(x,t) um den Ort x an

2 92

0 a® 0 3
P(z+a,t) = P(z,t) £ a%P(x, t)+ E@P(:c,t) + O(a”) : (3.3)

Setzen wir dies in Gleichung (3.1) ein und behalten nur die Terme bis zur quadratischen

Ordnung in a, dann folgt

0 a® 0*P
—Pz,t) =T-5—-= 3.4
ot (z,%) 2 0z2 4)
Wir setzen nun
a2
D= F? . (3.5)
Verallgemeinert erhalten wir bei entsprechender Symmetrie des Gitters A
0 r
aP(x, t) = gaZAP(X, t) , (3.6)

mit dem Laplace-Operator A.
Betrachten wir nun das zweite Moment der Verteilung P, welches die Distanz, die der

Random Walk im Mittel vom Ursprung entfernt ist, angibt:

(22) — /OosczP(:c,t)dq: (3.7)
9,5 [T 50
a<qj> = /_Oosc atP(:C,t)dl‘ (3.8)
a2 o) 82
= 5F/_OO:C2@P(:c,t)dx (3.9)
— fr/mpwmx (3.10)
_ o . (3.11)

Benutzt haben wir bei der partiellen Integration (3.9), dass die Verteilung schnell gegen
Null geht fiir sehr grole z. Zusammengefasst haben wir, dass die mittlere quadratische

Verschiebung proportional zur Zeit ist

(%) = 2Dt (3.12)

und man zeigt leicht, dass dies auch fiir hohere Raumdimensionen so ist. In Abbildung 3.2
ist gezeigt, dass auch Teilchen in einer Matrix von anderen Teilchen sich ebenfalls dif-
fusiv verhalten. Gezeigt wird das Verhalten einiger Molekiile einer Polystyrol-Matrix.

Aufgetragen ist das mittlere Verschiebungsquadrat gegen die Zeit ¢ in einem log-log-Plot.
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Matrix: PS, C=50, N=20, p=0.999/cm3, T=450 K

10000

1000

<IR()-RO)> [AT

100

£[0.05 fs]

Abbildung 3.2: Aufgetragen ist das mittlere Verschiebungsquadrat gegen die Zeit ¢ in ei-

nem log-log-Plot fiir verschiedene Molekiile in einer Polystyrol-Matrix.

BEISPIEL 3.0 (Monte Carlo Simulation: Random Walk)

Wir wollen den Prozel3 des Random Walks simulieren und bestétigen, dass der mittlere

End-zu-End-Abstand proportional zu ¢, bzw. [N, der Anzahl der Schritte, ist. Hier benut-
zen wir ein simple sampling. Hierzu wird der Proze3 des Random Walks direkt nachge-
bildet, indem man N unabhingige Schritte auf einem Gitter A erzeugt. Jeder so generierte
Walk ist unabhingig von den vorherigen Walks und kommt mit gleicher Wahrscheinlich-
keit vor.

Beim simple sampling stellen sich berechenbare Grofen als einfaches arithmetische Mit-
tel dar

(R%) = mittlerer End-zu-End-Abstand

1 - 2 2
= MCSMAX ; (@7 +5)-

wobei MCSMAX die Anzahl der unabhingig erzeugten Walks sind.
Algorithmisch (Monte Carlo Simulation) sieht die Erzeugung von Random Walk und

der Statistik tiber diese wie folgt aus:
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Algorithm 1 Simulation eines Random Walks

1: for i=0; 1 < MCSMAX do

2 =0

3 y=20

4:  forj=0;j < Ndo

5 xd =random +1 , -1
6: yd =random +1 , -1
7 Xx=Xx+xd

8 y=y+yd

9 end for

10:  Berechne den End-zu-End-Abstand
11: end for

Das folgende Programm zeigt eine Implementierung des obigen Algorithmus in MAPLE,

sowie in Figure 3.3

MAPLE 3.0.1

restart;

with(plots);

_seed := 471;

L := 5000;

grid:=array(1..2,1..L);

grid[1,1]:=0;

grid[2,1]:=0;

A:=array(1..L);

d:=rand(1..4);

for i from 2 to L do
X:=d(:

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
> elif (X=2) then grid[2,i]:
> elif (X=3) then grid[1,i]:
> elif (X=4) then grid[2,i]:
> end if:

> end do:

> for 1 from 1 to L do

>
>

end do:

=grid[2,i-1]+1: grid[1,i]:
=grid[1,i-1]-1: grid[2,i]:
=grid[2,i-1]-1: grid[1,i]:

Ali] :=[grid[1,i], grid[2,i]]:

if (X=1) then grid[1,i]:=grid[1,i-1]+1: grid[2,i]:=grid[2,i-1]

=grid[1,i-1]
=grid[2,i-1]
=grid[1,i-1]
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>

778"

10

gl 1111

TT T T T T Ty orTorT
> o

--20

i
i

Abbildung 3.3: Beispiel eines Random Walks, der von dem MAPLE-Programm (3.0.1)

erzeugt wurde, auf einem einfach quadratischen Gitter.

pathpl:=plot(A):

> ptsl:=plot([A[1],A[L]], style=POINT, color=blue):

>

display(pathpl, ptsi);

Interessant ist auch die Verteilung der Endpunkte, die ja den End-zu-End-Abstand be-

stimmt. Dazu benutzen wir das folgende kleine MAPLE-Programm. Das Resultat ist in

Figur 3.4 gezeigt.
MAPLE 3.0.2

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

restart;
L:= 1000;
B:=array(1..L);
Bl:=array(1l..L);
Bx:=array(1l..L);
By:=array(1l..L);
grid:=array(1..2);
d:=rand(1..4);
for j from 1 to L do

grid:=[0,0]:

for i from 2 to L do
X:=d(Q;
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if (X=1) then grid[1]:=grid[1]+1:
elif (X=2) then grid[2]:=grid[2]+1:
elif (X=3) then grid[1]:=grid[1]-1:
elif (X=4) then grid[2]:=grid[2]-1:
end if:
if (i=999) then B1[j]:=b end if:
end do:
B[j]:=grid:
Bx[j] :=grid[1]:
By[j]:=grid[2]:
end do:
plot (B, style=POINT);
Nx:=array(1..200):
Ny:=array(1..200):
for j from 1 to 200 do

Nx[j]:=0:
Ny[j]:=0:
end do:

for j from 1 to L do
Nx [Bx [j1+100] :=Nx [Bx[j]1+100]+1:
Ny [By[j]+100] :=Ny [By[j]+100]+1:
end do:
pNx:=array(1..200):
pNy:=array(1..200):
for j from 1 to 200 do
pNx[j]:=[j, Nx[j]1]:
pNy[jl:=0j, Nyl[jll:
end do:
plot (pNx, style=POINT, color=red);
plot (pNy, style=POINT, color=blue);

YV V. V ¥V ¥V V ¥V ¥V ¥V ¥V ¥V ¥V V V ¥V ¥V vV VvV V VvV VvV VvV VvV V V V V V V V

Gehen wir die Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung nochmals von einer anderen
Seite an. Normieren wir einmal die Schrittweite auf 1. Der Walker geht mit Wahrschein-
lichkeit p nach “links” (—1) und mit der Wahrscheinlichkeit ¢ nach “rechts” (41) mit

ptqg=1 . (3.13)

Jeder der insgesamt /V Schritte ist gleichwahrscheinlich, so dass
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Endpunkte des Random Walks nach je 1000 Schritten

B o o
50 —
25 —¢
y 0
-25 —
_507
B %
T T I T T T [T T T T[T T T T[T T T T[T T TT [T TTI]
-75 -50 -25 0 25 50 75
X
Verteilung der Endpunkteabstinde in x-Richtung (geshifted um 100)
— 3
— o
25 —
— 00
— o ®
— o
20 —
— o
P(x) - 0® o
— o 000 ©
— XS
15 — o o0
— o © 3
— 3 o
— o O © L
— ©n o0
10 — W00 O
— © 00 <
— o 0 °
— &
— o 0O ®» 0O
5— <
— o0 O L
— o o L2
— OGO O O OO0
— O 00 OoX ® O ®O®
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Abbildung 3.4: Verteilung des End-zu-End-Abstands (Samplegrosse 1000) fiir den Ran-

dom Walk. In der unteren

gezeigt.

Figur ist die Verteilung bzgl. der x-Richtung
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Sei N fixiert. Was ist nun die Wahrscheinlichkeit bei m = n, — n, angekommen zu sein?
Da n, und n, iiber die Beziehung (3.14) miteinander verbunden sind, hingt dies nur von
der Anzahl der positiven Schritte ab. Wegen der Unabhingigkeit der Schritte gilt fiir einen
Weg

prq" . (3.15)

Nun gehen wir von unserer fundamentalen Annahme aus, dass alle zugénglichen Zustinde
eines abgeschlossenen Systems gleichwahrscheinlich sind. Um die Wahrscheinlichkeit
bei m zu landen anzugeben, miissen wir alle Moglichkeiten in Betracht ziehen. Die Zahl

der Moglichkeiten bei N Schritten n positive Schritte einzubauen bzw. bei m anzukom-

men ist
N N!
( ): — , (3.16)
n ng!n,!
also
N
PN(m)=<n)p"qN" , (3.17)

mit m = 2n — N, also der Binomialverteilung, die fiir grosse /V in die Gaussverteilung

iibergeht.

Definition 3.0.1 Sei P = {X,|t € T'}, T Indexmenge, eine Familie von Zufallsvariablen.
P ist ein stochastischer Prozefl mit diskreter Zeit, oder einfach diskreter ProzeB, falls

die Indexmenge isomorph zu N ist.

Ein stochastischer Prozef kann als eine Familie von Variablen aufgefal3t werden, die sich
mit der Zeit entwickelt. Dabei kann auch der Fall auftreten, bei dem die Variablen un-

abhéngig voneinander sind.

Definition 3.0.2 Eine Markovkette mit Zustandsraum (Phasenraum) S ist eine Folge

von QQ-wertigen Zufallsvariablen X, X1, . . ., so dass gilt:

1. Sei « eine Anfangsverteilung aus <), so dass

P(Xo=1x):=a,
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2. Sei P eine Ubergangsmatrix P = (po)eyca = (0T — 9))eyeq =
(p(x]y))z.yeq. Dabei gilt: p,, > 0 fiir alle x,y € €, sowie Zy Pay = 1 fiir alle
x €

3. Die Markovkette ist vollstindig durch P(Xo = 9, X1 = 21,..., X, = x,) =

OyDzozy - - - Day_qzn DEStimmt.

Definition 3.0.3 p;(p?,) = P(X1n|X¢ = 2) heift die n-Schritt Ubergangswahrschein-
lichkeit.
Es gilt

o i) = DPay

o i) = (1")ay

Satz 3.0.1 Chapman-Kolmogorov Gleichung

plrt™ =y " plmpl

z€QN
Dies zeigt man wie folgt:
Pt = P(Xpen=ylXo=1x)  per. def.

= ) P(Xpin =y, X = 2| X = )
zeQ)

= Y P(Xpsn = y|Xin = 2, X0 = 2)P(X,, = 2| X = 2)
z€Q

= ) P(Xpn = Y| X = 2)P(X, = 2| X = )
z€Q

mit Markoveigenschaft

Definition 3.0.4 (i) Eine Markovkette heifit irreduzibel, wenn jeder Zustand von je-

dem aus erreichbar ist, d.h.:

Ty

Ve,y € Qdn > 0: p

(ii) Seix € (), dann definieren wir die Periode von x (d,) als den grifiten gemeinsamen
Teiler der Zahlen n > 0, fiir die p) > 0.

(iii) Ein Zustand x € S heifit aperiodisch, falls d, = 1.
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Man kann zeigen:

- Falls eine Markovkette irreduzibel ist, dann haben alle Zustinde dieselbe Periode
d.

- Eine Kette ist irreduzibel und aperiodisch: <

Va,y € 0, 3Ny, : Vn > Ny, :p(’;) > 0.

xT

Definition 3.0.5 Ein Wahrscheinlichkeitsmafp m := {7, }.cq heifit eine stationére Ver-
teilung (oder invariante Verteilung, bzw. Gleichgewichtsverteilung) zum Markovpro-
zef3 P, falls:

Zﬂ'xpxy:ﬂ'y, Yy e Q.

Bemerkungen:

- Da P durch die Ubergangsmatrix P bestimmt ist, ist die invariante Verteilung genau

diejenige, die als Eigenvektor zum Eigenwert 1 auftritt.

- Eine stationdre Verteilung muf nicht existieren.

Zuriick zum Random Walk. Wir beschrianken uns auf ein endliches Intervall mit k& Zustéinden,

-2 -1 0 +1 +2
1 k

Dann gilt fiir den Ubergang vom Zustand 7 nach i + 1, dass er mit Wahrscheinlichkeit
q = 1 — p vorkommt. Von ¢ nach ¢ — 1 mit Wahrscheinlichkeit p und von ¢ nach ¢ mit
Wahrscheinlichkeit 0. In Matrixform,

2 3 45
1 q 0
2 0 q
3 p 0 g
4 p 0 ¢q
5 p O
0

Dies ist eine Matrix mit Bandstruktur.
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Satz 3.0.2 Sei P die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer irreduziblen Mar-
kovkette ‘P mit Periode d. Falls eine stationdire Verteilung T exisitiert, dann ist diese ein-
deutig. Falls p aperiodisch ist, gilt: lim,,_, . p(mz) = m, fiir alle v € (.

D.h.: Unter den Voraussetzungen des vorstechenden Satzes konvergiert die Markovket-
te zu einer Gleichgewichtsverteilung unabhéngig von der Anfangsbedingung! Dies ist
besonders wichtig fiir die Anwendbarkeit in Monte-Carlo-Methoden, ja gerade eine der
Basisfaktoren.

BEISPIEL 3.0 (Student- oder t-Verteilung)

Als Grundlage nehmen wir standardisierte normal verteilte Daten. Diese sind nicht mehr

normalverteilt, wenn die Varianz des Merkmals unbekannt ist und mit der Stichprobenva-
rianz geschitzt werden muss.
Die t-Verteilung beschreibt die Verteilung eines Ausdruckes

= M (3.18)

tm
\/E

wobei N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable bedeutet und 2, eine x*-
verteilte mit m Freiheitsgraden. Die Zihlervariable muss unabhéngig von der Nenner-
variable sein. Die Dichtefunktion der t-Verteilung ist dann symmetrisch beziiglich ihres
Erwartungswertes 0. Die t-Verteilung nihert sich fiir wachsende Stichprobenumfinge der
Normalverteilung an, so dass fiir m > 30 anstelle der t-Verteilung die Normalverteilung
verwendet wird.

Die Werte der Verteilungsfunktion konnen nicht analytisch berechnet werden und liegen
in der Regel tabelliert vor. Wir kdnnen eine t-verteilte Zufallsvariable mit der accept-reject

Methode erzeugen.

R 3.0.1
newrt<-function(df=1){
check<-0
while (check==0){
yl<-runif (1)*2-1
y2<-runif (1)
if (y2<0.5){x<-y1}
else {x<-1/y1}
u<-runif (1)
if (u<= (((1+(x~2)/df) " (-(df+1)/2) )/min(1,x~(-2))))
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{check<-1}
}

return(x)

3.1 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e I[st es richtig, dass man nur einen langen Random Walk (N — oo) betrachten muf3

um eine korrekte Aussagen fiir den End-zu-End-Abstand zu erhalten?

3.2 Ubungen

1. Ein Polymer kann man im einfachsten Fall als einen allgemeinen Random Walk
auffassen. Allgemein bedeuted, dass sowohl die Sprunglinge als auch der Winkel
beliebig, also nicht an irgendein Gitter gebunden sind. Ein allgemeiner Random
Walk habe nun n Stellen (sites) besucht, somit gibt es also n—1 Verbindungsglieder
(bonds) der Léange I;. Der vektorielle End-zu-End Abstand ergibt sich somit zu:

n
-3
=0
Der quadratische Triigheitsradius s? ist durch die Koordinaten 5; der sites definiert:

1 n
2 _ Z—g
° _n+1izosl '

Damit ist durch 75; = §; — §; der Trégheitsradius mit dem End-zu-End Abstand

verkniipft.

a) Was ist der quadratische End-zu-End Abstand r2? Wie groB ist der Mittelwert
(r?) unter der Annahme, dass alle bonds dieselbe Liinge [ haben?

b) Driicke den Mittelwert (s*) durch den Mittelwert von (77;) aus. (Tip: Verwen-
de obige Verkniipfung.)

¢) Berechne das Verhiltnis ’S"—z Was ergibt sich fiir unendlich lange Random

Walks?
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2. Bei einem freien Random Walk ist der vektorielle End-zu-End Abstand gauBver-
teilt: 32 ~
~ 3 3R?
P = —= —
w(E) (27er2> P ( 2Nl2>

b) Berechne ((R2)"). Was wiirde sich fiir ungerade Potenzen von R ergeben?

a) Warum?

c) Wie grof} ist die Schwankung von R2 (%)

¢) Kann man einen guten Schitzer fiir <ﬁ2> erhalten, indem man einen Random

Walk immer ldnger macht? Warum? Wie kann man dieses Problem 16sen?

3. Gegeben sei ein Teilchen der Masse M in einer Fliissigkeit. In der Fliissigkeit wir-
ken zwei Krifte auf das Teilchen: viskose Reibung B und zufillige Stoe durch
andere Molekiile. Die Bewegungsgleichung lautet dann:

dv v = =
M—=——+F({); F=0.

Mit einigen Umformungen ergibt sich:

& 1d

ﬁ<r2> + e (r*y =2(w?* mit 7=MB

a) Berechne (r?). Benutze M (v?) = 3kT. Zur Zeit t = 0 sollen (r?) und dessen
zeitliche Ableitung Null sein.

b) Was ergibt sich fiir ¢ < 77
c) Was ergibt sich fiir ¢ > 77

4. Zweidimensionaler Off-Lattice Random Walk
Betrachten Sie einen Off-Lattice Random Walk in der komplexen Ebene, der aus N
zweidimensionalen Vektoren e?%i € C, j € {1, .., N'}, besteht, wobei ¢; gleichver-
teilt auf [0, 27) verteilt ist. Der Walk startet im Ursprung des Koordinatensystems.

a) Geben Sie die Endposition zy € C an und berechnen Sie |zy|?.

b) Berechnen Sie die Mittelwerte (zy) und (|zy|?) und verallgemeinern Sie die
Formel auf den Fall von N Schritten re*i der Linge r > 0.

¢) Man kann den obigen Random Walk als Modell fiir Polymere auf einer Ober-
flache benutzten. Betrachten Sie drei Polymerketten unterschiedlicher Langen:
N; = 50 Monomere, Ny = 80 Monomere und N3 = 120 Monomere. Dabei

sei die Lidnge eines Monomers stets [ = 10nm. Berechnen Sie fiir diese drei
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Abbildung 3.5:

Fille jeweils die Wurzel des mittleren quadratischen End-zu-End Abstand so-
wie die totale Kettenlidnge L; unter der Annahme, dafl an den Verkniipfungs-
punkten immer alle Winkel ¢; € [0, 27) gleich wahrscheinlich sind.)

5. Eine Verallgemeinerung des Random Walk auf dem einfach quadratischen oder
hoher dimensionalen Raum ist durch das Bond-Fluktuationsmodell gegeben (vgl.
Abbildung 3.5). Diese Modell ist im Wesentlichen dadurch bestimmt, dass man
von der Restriktion der Bondlénge (Schrittldnge) absieht und z.B. die folgende Ha-
miltonfunktion benutzt

H=> k(- ) (3.19)

wobei [; die Bond-, bzw. Schrittldnge ist, [y die typische Lange und %; der Wechsel-
wirkungsparameter. Berechne den End-zu-End-Abstand als Funktion der Linge NV
des Walk und von k;.
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4 Klassische Statistische Mechanik
(Klassische N-Teilchensysteme)

Wir beginnen zunichst, indem wir die Postulate der klassischen Thermodynamik betrach-
ten und fiihren dann die statistischen Ensembles ein, die eine mikroskopische Griindung
der Thermodynamik liefern. Die klassische Thermodynamik werden wir spiter noch ein-

mal aufgreifen.

4.1 Postulate

Wichtige Begriffe

Thermodynamische Gleichgewicht (thermodynamic equilibrium), Zustandsgleichung (equa-
tion of state), quasi-statische Wirme (quasi-static heat), adiabatisch (adiabatic), isoba-
rer Prozess (isobaric process), isochorer Prozess (isochoric process), reversibler Prozess
(reversible process), Entropie (entropy), Temperatur (temperature), isothermer Prozess

(isothermal process)

Die phédnomenologische Thermodynamik und damit auch die klassische Statistische Me-
chanik befasst sich mit dem Gleichgewicht der Materie. Zunéchst miissen wir erkléren,

was wir darunter verstehen wollen.

Axiom 4.1.1 Zwei Korper A und B seien in Kontakt. Anschlieffend werden B und ein
weiterer Korper C in Kontakt gebracht. Befanden sich A und B im Gleichgewicht und B
und C im Gleichgewicht, dann sind auch A und C im Gleichgewicht.

Unter dem Gleichgewicht wollen wir hier das thermodynamische Gleichgewicht (engl.
thermodynamic equilibrium) verstehen. Die Eigenschaft thermodynamisches Gleichge-
wicht ist transitiv.

Was ist also Nicht-Gleichgewicht? Solche Zustinde konnen durch schnelle Parameter-

verdnderungen hervorgerufen werden. Es enstehen metastabile Zustinde. Diese konnen
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auf sehr langen Zeitskalen zerfallen und experimentell nicht oder nur schlecht vom tatsichli-
chen Gleichgewicht unterschieden werden.

Zu dieser Fragestellung werden wir spiter noch einmal zuriickkehren, wenn wir iiber die
Molekularfeld-Theorie der Phaseniibergiinge sprechen. Zumindest in solchen Modellen
fallt unter gewissen Voraussetzungen die Unterscheidung zwischen stabil und metastabil
weg.

Sei £ die gesamte Energie des Systems. Wir postulieren, dass die Energie E eine exten-
sive GroBe und dass sie eine Erhaltungsgrofle ist. Neben der Energie sind das Volumen
V und die Teilchenzahl N weitere extensive GroBen.

Wir erinnern uns, dass wir gefragt hatten, welche Parameter notwendig sind, um einen
Zustand des Systems zu beschreiben. Das Postulat am Anfang des Kapitels lautet nun:
Energie F, Volumen V' und Teilchenzahl N charakterisieren die thermodynamischen
Gleichgewichtszustinde eines einfachen abgeschlossenen Systems. Es gilt die Zustands-
gleichung (engl. equation of state):

F(E.V,N)=0 . (4.1)

Als Konsequenz aus der Additivitdt der Energie und der Transitivitét ergibt sich, dass ein
Ausgleich der Energie zwischen zwei Systemen stattfindet. Dieser Fluss von Wirme zu
einem System, bei konstanter Teilchenzahl, ist dann die Energiedifferenz zwischen dem
Endzustand und dem Anfangszustand, vermindert um die geleistete Arbeit bei diesem
Prozess. Die quasi-statische Arbeit ist verbunden mit einer Volumenédnderung (Arbeit als
Volumeninderungsarbeit)

dW = —-PdV . 4.2)

Allgemein schreiben wir

AW = fdf | (4.3)

wobei f eine Kraft und eine extensive GroBe ist. Die Arbeit dW ist positiv, wenn sie dem

System zugefiihrt wird und sie wird negativ, wenn sie vom System geleistet wird.

Axiom 4.1.2 Die quasi-statische Wiarme (engl. quasi-static heat dQ ist gegeben durch

dQ = dE — dW

Die Wirme d() ist positiv, wenn sie dem System zugefiihrt wird und sie wird negativ,
wenn sie vom System abgegeben wird.
Ein thermodynamisches System kann Energie in Form von Arbeit und Wirme mit einem

anderen System austauschen.
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Ein thermisch isoliertes System kann keine Wiarme mit seiner Umgebung austauschen,
d.h. d@) = 0. Jede Zustandsé@nderung in einem solchen System heifit adiabatisch (engl.
adiabatic).

Bemerkungen:

e Das vorangegangene Axiom wird in der Literatur hiufig als erster Hauptsatz der

Thermodynamik bezeichnet.
e Der erste Hauptsatz hat den Charakter eines Erhaltungssatzes.
e d() und dWV sind keine echten Differentiale.

e d() und dWV steht fiir einen Transfer von Wirme bzw. Arbeit. Nach erfolgtem Trans-
fer ist die dem System zugefiihrte Wirme oder Arbeit nicht von der Energie £ zu
unterscheiden. Es existiert deshalb auch keine Funktion W oder (), die eine von der
Energie getrennte Bedeutung hat.

e Eine Wand heif3t adiabatisch, falls sie keinen Fluss von Wirme erlaubt.

e Ein adiabatischer ProzeB ist ein solcher, bei dem das System bzgl. eines Wirme-
austausches nach auflen isoliert ist (dQ = 0).

Definition 4.1.1 Wir definieren einige Prozesse

e Einisobarer Prozess (engl. isobaric process) ist ein Prozess bei konstantem Druck.

e FEinisochorer Prozess (engl. isochoric process) ist ein solcher, bei dem keine Volu-

mendinderung vorkommt.

e Ein reversibler Prozess (engl. reversible process) ist ein solcher, wo jeder Zustand
im Verlauf ein Gleichgewichtszustand ist und der an jedem Punkt umgekehrt werden

kann, derart, dass dieselben Punkte im Phasenraum durchlaufen werden.

Arbeit und Wirme sind keine ZustandsgroB3en. Arbeit und Warme sind Prozessgrofien,
d.h., sie sind mit Zustandsidnderungen verbunden und hingen vom thermodynamischen

Prozess bzw. Weg ab. Sie konnen keine Potentiale sein.

BEISPIEL 4.0 (Oberflichenarbeit)

Eine Form der Arbeit, die wir spiter aufgreifen werden (im Rahmen der Keimbildungs-

theorie), ist die der Oberflichenarbeit
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AW = ~vdA | (4.4)

wobei v die Oberflaichenspannung ist und A die Oberfliche.

Axiom 4.1.3 Es existiert eine extensive Zustandsfunktion S(FE,V'). Diese Zustandsfunk-
tion ist eine monoton steigende Funktion der Energie. Falls ein Zustand B von einem

Zustand A adiabatisch zugdnglich ist, dann gilt:
Sa < Sp

Die Zustandsfunktion S(E, V') heiit Entropie (engl. entropy) . Es gilt (AS) 4 diabatisch =
0.

Definition 4.1.2 Die Temperatur (engl. temperature) T ist definiert als

oF

Fiihrt man einem System Arbeit zu (z.B. durch Kompression), so dndert sich die Tem-
peratur des Systems. (Die Temperatur kann sich jedoch auch ohne Arbeitszufuhr dndern,
z.B. bei thermischem Kontakt und Temperaturausgleich zweier Gase mit urspriinglich

verschiedenen Temperaturen.) Spiter mehr iiber die Temperatur.

Definition 4.1.3 Ein Prozess heif3it isotherm (engl. isothermal), falls T' = const

Betrachte das Differential von S

oS oS
s = <8—E>VdE+ <W)Edv . (4.6)

Fiir reversible Prozesse gilt

dE =dQ — PdV | 4.7)

a8 a8 a8
5= (52), 0+ (5v), -7 (38). | “

Insbesondere gilt fiir reversible adiabatische Prozesse, dass d() und d.S gleich 0 sind. Also

woraus folgt

muss fiir alle reversiblen Prozesse gelten
08 oS
— ) =(=—=] P . 4.9
(o), (), @
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Abbildung 4.1: Zerlegung

Daraus folgt

oS P
S 4.1
(fW)E T (10
sowie
1 P

Wir machen nun folgendes Gedankenexperiment. Zerlege das Volumen V' in identische
Teilvolumen V;. Die Energie in V; sei E;, Dann gilt

S = i S; 4.12)
=1

mit S; = S;(E;, V;). DaV; aus V' durch Skalierung hervorgegangen ist (A\V; = V), erwar-

ten wir

S(AE,AV.AN) = AS(E,V,N) . (4.13)

Die Entropie ist eine homogene Funktion. Ebenso ist die Energie eine homogene Funk-
tion. Homogene Funktionen spielen in der Thermodynamik und der Statistischen Physik
eine herausragende Rolle. Aus diesem Grund werden wir einen ganzen Abschnitt diesen
Funktionen und deren Eigenschaften widmen.

Die makroskopische Definition der Entropie als eine GroBe, die um (/7 ansteigt, wenn
man () zufiihrt (bei der Temperatur 7) ist nicht intuitiv. Man bezeichnet diese Definition
auch als Clausius Definition. Deshalb wollen wir in folgendem Beispiel den Zugang der
Statistischen Physik aufzeigen.

BEISPIEL 4.0 ()

Einsteinscher Festkorper] Wir wollen nun Entropie und Temperatur eines Festkorpers im
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Rahmen des Einstein-Modells berechnen. Dazu betrachten wir ein System von N ein-
dimensionalen Oszillatoren (also N/3 Atomen). Jeder Oszillator kann in einem Energie-
zustand n = 0,1, 2, 3, .. sein. Die Gesamtenergie ist gleich ¢ Einheiten der Energie (¢
ist also ebenfalls eine nicht negative ganze Zahl). Die Einheit der Energie sei £ = Af,
wobei h die Plancksche Konstante und f die Eigenschwingung des Oszillators ist. Die
Nullpunktenergie ist hier nicht relevant.

Nach den Diskussionen im Kapitel iiber die Wahrscheinlichkeitstheorie konnen wir eine
Binomialverteilung fiir die Vielfachheit von N Teilchen mit ¢ Zustinden ansetzen. Der
Makrozustand U, N wird durch viele Mikrozusténde erreicht. Betrachte nun zwei Syste-
me A und B, die in Kontakt miteinander stehen. Die Gesamtenergie U ist U = U4 + Up,
und wir nehmen an, dass die beiden Systeme unabhingig voneinander sind, so dass die
Vielfachheit fiir das Gesamtsystem das Produkt der beiden Systeme ist.

Seien nun N4, Np und ¢, gegeben, wieviele Mikrozustinde gibt es bei gegebenem ¢4 und
gp Energieeinheiten (¢4 + ¢ = ¢;)?

MAPLE 4.1.1

> restart;

> with(plots);

> Z:=(N,q)->binomial (q+N-1,q);
> N_A:=300; N_B:=200;

> q_t:=20;

> ladd:=(L,e)->[op(L),e];

> 0_A:=[]: 0_B:=[]: O_t:=[]:
> for gq_A from 0 to q_t do:
> q_B:=q_t-q_A;

> o_A:=S(N_A,q_A);

> 0_B:=S(N_B,q_B);

> o_t:=o_Ax*xo_B;

> 0_A:=1add(0_A,o_A); 0_B:=1add(0_B,o_B); 0_t:=1ladd(0_t,o_t);
> od:

> listplot(0O_t, color=red);

Wir berechnen nun den Erwartungswert und vor allem die Breite der resultierenden Ver-
teilung (vgl. Abbildung 4.2).

MAPLE 4.1.2

> MSD:=proc(L) local n,i,av,dev,wt;

> n:=nops(L); wt:=add(L[i],i=1..n):

> av:=add((i)*L[i],i=1..n)/wt:
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Abbildung 4.2: Resultierende Verteilung fiir die Zustéinde beim Einstein-Festkorper
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> dev:=evalf(sqrt(add((i-av)~"2xL[i],i=1..n)/wt));

> print(‘Mittelwert: ¢,av-1,‘ Standardabweichung: ¢,dev);
> end:

> MSD(0_t);

Wir berechnen nun die Entropie (und greifen etwas voraus, indem wir die Entropie als
S = kIn Z berechnen; vgl. Abbildung 4.3).

MAPLE 4.1.3

> Pl:=listplot(map(log,0_A),color=red):

> P2:=listplot(map(log,0_B),color=blue):
> P3:=listplot(map(log,0_t),color=green):
> display(P1,P2,P3);

Ein abgeschlossenes System kann mit seiner Umgebung {iberhaupt keine Energie austau-

schen.

4.2 Ensemble

Wichtige Begriffe
Information, Shannon, Zustandsgleichung (equation of state), Zustandssumme (paritition

sum)

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, welchen Anfangswert man fiir den statistischen Ope-
rator oder die Wahrscheinlichkeitsdichte im (2-Raum zu wihlen hat, wenn man unvoll-
standige Kenntnis iiber den tatsdchlichen Anfangswert hat. Wir beschreiben also den An-
fangszustand durch ein statistisches Ensemble und nennen dies einen Makrozustand. Bei
der Konstruktion dieses Ensembles werden folgende zwei Prinzipien (Boltzmann, Bril-

louin, Jaynes) benutzt:
1. Kompatibilitit mit der vorhandenen Kenntnis;

2. Keine Vorurteile, also maximale fehlende Information.

Der erste Punkt ist offensichtlich. Die Kenntnis, die wir iiber den Anfangszustand haben,
kann dabei in verschiedener Form vorliegen. Es seien AB... makroskopische Obser-
vable, beispielsweise Teilchenzahl, Energie, Impuls, Magnetisierung. In der Quantenme-
chanik sind dies Operatoren, die, wenigstens im thermodynamischen Grenzfall, als ver-

tauschbar angesehen werden. Die Kenntnis kann dergestalt sein, dass wir den Wert einer
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Abbildung 4.3: Entropie fiir den Einstein-Festkorper. Das Gleichgewicht ist bei g4

60. Die Gesamtentropie ist stationédr und hat ein Maximum.
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Observablen genau kennen, beispielsweise die Teilchenzahl oder die Energie in einem
abgeschlossenen System. Es kann aber auch sein, dass wir nur Mittelwerte kennen, etwa,
wenn das betrachtete System Energie oder Teilchen mit einem anderen System austau-
schen konnte. Unsere Kenntnis kann sich auch auf zugehorige Dichten beziehen oder auf
deren Mittelwerte. Diese konnen rdaumlich inhomogen sein, aber im Normalfall so, dass
Variationen nur auf einer makroskopischen Skala auftreten.

Wir miissen versuchen, das den Anfangszustand reprisentierende Ensemble ohne Vorur-
teile zu konstruieren. AuB3er dem, was wir wissen, soll keine weitere Information enthalten
sein. Das bedeutet, dass die fehlende Information maximal sein soll. Die Information kann
man quantifizieren, indem man die Anzahl der Alternativfragen zéhlt, die man braucht,
um die “Wahrheit”” zu erfragen.

Bei gegebenen Pq(p, q) ist diese fiir die klassische Mechanik

I:—/%m%m%RM@WWMWq, (4.14)

wobei die additiven Beitrige, die die Messgenauigkeit enthalten, weggelassen wurden und
log, x = Inx/In 2. Zur Berechnung der fehlenden Information im quantenmechanischen

Fall benutzen wir als Basis die Eigenvektoren zum statistischen Operator

plev) = Pley) (4.15)

die, da p hermetisch ist, vollstindig sind und orthonormiert werden konnen. Dann ist

I=-) P,og,P,=—Trplog,p . (4.16)

Unsere Kenntnis bestehe in der Kenntnis der Mittelwerte von Observablen

(A;) = Trpd; = A (4.17)

und in der Kenntnis, dass die Observablen Bj exakt die Werte B; annehmen. Im quanten-
mechanischen Fall seien alle Observablen vertauschbar, wenigstens ndherungsweise im
vorher besprochenen Sinn. Der statistische Operator p oder die Wahrscheinlichkeitsdich-
te Pq ist dann von der Gestalt

p=110B;-B)f{AHCY) (4.18)

J
wobei @k noch andere Observable seien, iiber deren Erwartungswerte aber keinerlei Kennt-
nis vorliege. Bei der Berechnung der Information ist zu beriicksichtigen, dass beziiglich

der Observablen Bj vollstindige Informationen vorliegen, und damit ist (4.16) durch

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



4.2 ENSEMBLE

65

I =—-Trplog, f (4.19)

Zu ersetzen.
Das Problem ist also, die fehlende Information (4.15,4.19) unter Beriicksichtigung der
Nebenbedingungen (4.17) und der Normierung

Trp=1 (4.20)

zu maximieren. Diese Aufgabe eines Variationsverfahrens mit Nebenbedingung 16st man
mittels Lagrange-Multiplikatoren. Diese seien fiir die Normierung (4.20) « und fiir die
anderen Nebenbedingungen «;. Man untersucht damit das uneingeschrinkte Variations-

problem

5{]1n2—a0Trp—Zai Trflip} =0 4.21)

und hat die Lagrange-Multiplikatoren gerade so zu bestimmen, dafl die Nebenbedingun-
gen (4.17,4.20) erfiillt sind. Zur Berechnung von ¢ - - - ersetzt man f in (4.18) durch f+4 f
und linearisiert beziiglich § f. Mit (4.19) hat man also

oTr Hé(Bj - B) f {—lnf—ao —Z%‘Az}

J

:Tr{Bj}ch{—lnf—1—040—Za,fll}:O , (4.22)

wobei Trp,y eine Summe iiber alle (simultanen) Eigenzustinde zu den Operatoren Ej

mit Eigenwerten B; ist. Obiger Ausdruck muss fiir beliebige ¢ f gelten, und man erhilt

damit
FHAMCY) = e oo Eead (4.23)
und
p=2"T[o(B; — Bye Zeeshs, (4.24)
J
Dabei dient der Faktor
Z =" = Tr [[6(B; - Bje T (4.25)

J
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der richtigen Normierung und der Multiplikator «y braucht nicht mehr weiter untersucht
werden. Die Grofle Z nennt man Zustandssumme, und sie ist eine Funktion der fest

vorgegebenen Werte B; und der Lagrange-Multiplikatoren a;
Z =Z({Bi}H{a;}). (4.26)

Durch Differentiation nach den «; erhélt man mit (4.25) die Erwartungswerte

(A) = A; = _ai- In Z({B;}{a}) (4.27)

und kann daraus bei vorgegebenen A; die zugehorigen Werte der «; bestimmen. In der
Thermodynamik werden wir aber dann so vorgehen, dass wir den Lagrange-Multiplikatoren
einen physikalischen Sinn geben, beispielsweise Temperatur, chemisches Potential, Druck,
Magnetfeld, und die Erwartungswerte als Funktionen dieser Parameter betrachten.

Damit charakterisieren die «; und die B; unsere (unvollstindige) Kenntnis iiber den An-
fangszustand, und wir bezeichnen den so spezifizierten Zustand als Makrozustand. Zu be-
achten ist weiterhin, dass der statistische Operator nicht von Observablen abhéngt, iiber
die wir keinerlei Kenntnis haben.

Bisher haben wir lediglich eine stationidre Losung der Variationsrechnung gefunden, und
es bleibt zu zeigen, dass wir damit auch ein globales Maximum der fehlenden Informati-
on erhalten haben. Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall, dass keinerlei exakte
Kenntnis vorliegt, also p = f({A;}{Cy}) ist.

Zunichst berechnen wir die zur gefundenen Losung (4.24) gehorige Information (4.19)

I'm2 = —Trpln (Zfle*Zio‘iAi)

= InZ+ Z OziTl"p/Ali
= mZ+) ad (4.28)

Es sei p ein anderer statistischer Operator, der mit den Nebenbedingungen vertrdglich und
normiert sei. Dies bedeutet

und die Information (4.28) kann auch in der Form
I'n2=-Trplnp (4.30)

geschrieben werden. Die Differenz der zu p beziehungsweise p gehorigen Informationen
ist dann
Alln2=(I—-1)In2=—Trj(lnp—Inp). (4.31)
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Die Auswertung erfordert im quantenmechanischen Fall etwas Sorgfalt, da im allgemei-

nen [p, p| # 0 ist. Unter Verwendung der Basis zu p beziehungsweise p
pln) = Puln) 4l = Blv) 4.32)

und der Ungleichung In(x) < x — 1 erhilt man

Al ln2 = —g P,(v|n) (n|{Inp —Inp}v)
2 5 Pn
= - Pyl =
> i B n

>~ Yol (1-2)
= =) )P, —-P)=0 . (4.33)

Damit ist also tatsdchlich ein globales Maximum gefunden, und p, entsprechend (4.24),

ist der statistische Operator, der die anfangs angefiihrten Kriterien erfiillt.

4.2.1 Mikrokanonische Gesamtheit

Wichtige Begriffe
Zustandsdichte (density of states), Zeitmittel (time average), Scharmittel (ensemble ave-

rage), Ergodizitdt (ergodicity)

Hierbei sei der Wert der Energie &/ = Fy und der Teilchenzahl N = N, fest vorgegeben.

Damit wird

Puin(E,N,V) = Z L 5(E — Ey)§(N — Np) (4.34)
Lk = / /F(E, N, V)§(E — Ey)d(N — No)dEAN
= ['(Ey, No, V)
= Trd(H — Eo)d(N — Ny). (4.35)
Damit ist die Zustandssumme (engl. microcanonical partition sum) Z,,;x(Fo, No, V') im
quantenmechanischen Fall durch die Zahl der Zustinde in einem Intervall A um die Ener-

gie Fjy gegeben, wobei noch der oben diskutierte Grenzfall A — 0 V' — oo zu beachten
ist. Aus (4.28) erhilt man
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Ipix 02 =1n T'(Ey, No, V) (4.36)
Definition 4.2.1 T'(E, N, V') heifit Zustandsdichte (engl. density of states).

Betrachten wir dies nun nochmals aus anderer Sicht. Betrachte ein System von /N Teilchen

in einem Volumen V, das durch die Hamiltonfunktion
H=T+U,

wobei

1 1 p?
T prmi=gdy
U = ) Ulry)

i<j
gegeben ist. Winde sollen keine Rolle spielen (thermodynamischer Limes). Die Wechsel-

wirkung der Atome untereinander wird durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen
beschrieben

ou

K,=—- =mr;

und durch Angabe einer Anfangskonfiguration

(w3, o R T TR

ist die Bewegung der einzelnen Atome fiir jede Zeit bestimmt. Das obige System sei
konservativ, d.h., die Energie FE ist eine der Erhaltungsgrofien

E = const.

Die Variablen, die das Verhalten des Systems bestimmen, sind (£, V, N). Wir erhalten
eine Trajektorie

{x(®)}

von Zustdnden des Systems (vgl. Kapitel 1) im Phasenraum €2. Wegen der Energieerhal-
tung bedeutet dies, dass die Trajektorie auf einer Fliche im Phasenraum verlauft.

Nehmen wir weiter an, wir wiirden eine weitere Anfangsbedingung vorgeben
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o o o,
(I‘l—|—(5, 1'2, ey I'N7 fl, ceey fN),
dann erhalten wir eine zweite Trajektorie

{xs5(1)}

im Phasenraum. Wir beobachten das System und messen eine Observable A entlang der
Trajektorien

_ 1 [7
A o= 1 / A(x(8))dt
T Jo
_ 1 [7
Al = —/ A(xs(t))dt.
T Jo
Definition 4.2.2 Das Zeitmittel einer Observablen (engl. time average) A, A, ist durch
Y
A=lim — [ A(x(t))dt (4.37)

T—00 T 0

definiert.

Teile den Phasenraum in Blocke und numeriere die Zusténde. Entlang der Trajektorie wird
aus allen Zustinden, die konsistent mit den Nebenbedingungen sind (E, V, N)q(v), eine
Teilmenge besucht (\) < (v), mit der Haufigkeit h,. Teile die Zeit in Intervalle ¢ + dt,
dann werden im Beobachtungszeitraum u Beobachtungen (udt = 7) gemacht. Dann gilt
fiir die beobachtete Grofie A

1
(A = D~y

N<@)

— Z P\ A,.

N<@)

Definition 4.2.3 Wenn (\) = (v), dann heifst

(A)=> _PA, (4.38)
das Ensemblemittel (engl. ensemble average). Fiir kontinuierliche Systeme:

(A) = /QP(X)A(X)dX (4.39)

X = (I'17...7rN;f17"'7fN)
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Wir postulieren nun:

Im thermodynamischen Gleichgewicht sind in einem abgeschlossenen System bei kon-
stanter Energie I~ und Volumen V' sowie Teilchenzahl /V alle mikroskopischen Zusténde,
die konsistent mit diesen Bedingungen sind, gleichwahrscheinlich.

Aus diesem Postulat folgt direkt

(A) = % /Q 5(E — H(x)AX)dx . (4.40)

Die Zustinde, die mit den Nebenbedingungen konsistent sind, heilen Ensemble. Das
obige Ensemble ist das mikrokanonische Ensemble.
Ein System ist ergodisch (engl. ergodic), falls das Ensemblemittel und das Zeitmittel

tibereinstimmen:

A=(A) . (4.41)

Fiir ergodische Systeme gilt demnach:

A= A0 (4.42)

fiir jedes beliebige 9.

4.2.2 Kanonische Gesamtheit
Wichtige Begriffe
Temperatur (temperature)

Es seien der Mittelwert der Energie (H) = Ej und die Teilchenzahl exakt vorgegeben.

Fiir die Energie fiihrt man einen Lagrange-Multiplikator 3 ein und erhilt

Pran(E,N,V) = Z_1 §(N — No)e P . (4.43)

kan

Diesen Lagrange-Multiplikator 3 werden wir spiter mit der absoluten Temperatur (engl.

temperature) in Zusammenhang bringen. Die Zustandssumme fiir diese Gesamtheit ist

Zran(B, No, V) = / T(E, No, V)e "PdE = Try, vy e P (4.44)

und mit (4.27) erhilt man

)
(H) = Ey = ~93 In Zy0n (B3, No, V) (4.45)
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fiir den Erwartungswert der Energie, und mit (4.28)

Tian In2 = (1 — ﬁ%) In Zgan (B, No, V) (4.46)

fiir die fehlende Information.

BEISPIEL 4.0 (Brownsche Bewegung)

Bleiben wir beim Problem, aber wir starten etwas anders. Wir beginnen mit den Bewe-

gungen. Zunichst fiir ein Teilchen

mo=F . (4.47)

Dies fiihrt zu einem System mit konstanter Energie. Wir konnen diese Gleichung verall-

gemeinern zu einer Langevin-Gleichung

mv=F —~v+ R(t) . (4.48)
Dabei beschreibt yv die Reibung und R(t) eine stochastische Kraft also eine Zufalls-
variable, die Werte im Phasenraum (hier auf den Anteil bzgl. der Geschwindigkeiten
verkiirzt) annimmt.
Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass das Teilchen frei sei /' = 0, dann erhalten
wir
u(t) = v(o)e mt + — / SR (4.49)
m

Wir wollen, das die stochastische Kraft, die auf das Teilchen ausgeiibt wird, im Mittel

verschwindet und das diese zu verschiedenen Zeiten nicht korreliert ist:

(R(t)) = 0, (4.50)
<R(t)R(t)’> — @t —t) . 451)

Dabei beschreibt ¢ die Stérke der stochastischen Kraft.

Definition 4.2.4 Die Spektraldichte einer Zufallsvariablen Z(t) ist definiert als

C2(f) = Jim 2|A(, )P

A(f,t) = /OtZ(T)e_meTdT
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Falls (Z(t)) =0, (Z(t)Z(t')) = q6(t — '), dann folgt

Gof) = [ e bt = 24

oo

Fiir den hier betrachteten Fall (Gl. ) ergibt sich

2q/m?
Gv(f) = ~ 2 2
(%) +@nf)
woraus folgt
o q
<U > - 277”
_ kT
m )
also
q = 2vkgT
Betrachte die Korrelationsfunktion
(o(r)v(t + 7))
dann erhalten wir
g(r) =e7m
Sei
dv v R(t)

Dann ist durch 1-3 ein Markov-Prozess definiert

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)
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4.2.3 GroBkanonische Gesamtheit

Es seien der Mittelwert der Energie (H)g,, = Ej und der Mittelwert der Teilchenzahl
(N)gqu = Ny gegeben. Fiir die Energie benutzt man wieder (3 als Lagrange-Multiplikator
und fiir die Teilchenzahl —/3u, wobei spiter 1 die Bedeutung des chemischen Potentials

erhalten wird. Die groBkanonische Gesamtheit ist damit

P(E,N,V) = Z 1 e PE-N) (4.59)

g

die zugehorige Zustandssumme ist

Zgk(B, 1, V) = / / T'(E,N,V)etErNJEIN = Tr e #H-#N) (4.60)
und daraus
- 10
<N>Equ = NO = B@lnzgrk(ﬁaua V)
. . 0
(H = puN)pgu = Eo—puNy= —% In Zg (8, 11, V) (4.61)
und schlieflich 5
Iy In2 = (1 — 5%) InZy (B, 1, V). (4.62)

4.3 Potentiale

Wichtige Begriffe
Thermodynamische Potentiale (thermo dynamic potentials), freie Energie (free energy)

freie Enthalpie (enthalpy)

In der mikrokanonischen Gesamtheit waren £/, N und V' die unabhingigen Zustands-
groBen. Andere ZustandsgroBBen wie Temperatur, Druck oder chemisches Potential hatten
wir durch Differentiation des Logarithmus der Zustandsdichte erhalten. Letztere ist aber,

bis auf Faktoren, gleich der Entropie. Damit wird

oS 1
(a_E)Ny -1 (4.63)
S P
). f
oS o
<8—N)EV = -7 > (4.65)
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wobei S = S(E, N, V). Wie in der Thermodynamik iiblich, werden die GroBen, die bei
der Differentiation konstant gehalten werden, als Index angegeben.

Statt der Energie kann man auch die Entropie als unabhiingige Zustandsgrof3e ansehen,
also E = E(S, N, V). Eine infinitesimale reversible Anderung der Energie ist dann durch

den ersten Hauptsatz gegeben
dE=TdS — PdV + udN. (4.66)

Die partiellen Ableitungen sind

oE oE oF
(%)W—T’ (W)&N“P’ (a—N)S,V‘”' oD

Nehmen wir an, wir haben ein System mit Entropie Sy, Volumen Vj, Teilchenzahl N
und Energie F. Wir filhren zunichst eine gewisse Wirme quasistatisch so zu, dass die
Entropie auf einen Wert S ansteigt. Dann wird das System ebenfalls quasistatisch vom
Volumen V{, auf ein Volumen V) expandiert, ohne dass weitere Wiarme zugefiihrt wird.

Die Teilchenzahl sei konstant. Die Energie ist dann

S1 Wi
EY :E0+/ T(S, N, Vo)dS—/ p(S1, N, V)dv . (4.68)
So VO

Wir kénnen aber auch zunichst das Volumen von V|, nach V; d@ndern und dann die Entropie

von Sy nach S;. Damit ist

i S1
E® :Eo—/ P(So, N, V)dv+/ T(S,N,Vi)ds . (4.69)
Vo SO

Natiirlich sollte das Resultat fiir beide Fille gleich sein, da ja der Endzustand durch die
GroBen S, V, N eindeutig spezifiziert sein sollte. Allgemein sollte eine quasistatische Zu-
stands@nderung unabhingig vom Weg im Raum der unabhéngigen Zustandsvariablen sein.
Ahnlich wie in der Diskussion konservativer Krifte in der Mechanik ist die Bedingung

fiir die oben diskutierte Situation

<8T(S, N, V)) - <8P(S, N, V)) _PE(SN,V)
SN VN

ov B oS oV oS (470)

Dies ist aber gerade erfiillt, da die Krdfte T und P entsprechend (4.67) Ableitungen des
Potentials (.S, N, V) sind. Die Energie E(S, N, V') wird deshalb als thermodynami-
sches Potential bezeichnet.

Die zugefiihrten Wiarmemengen
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AQWY = / T(S,N,Vp)dS 4.71)
S
5

AQY = / T(S,N,V;)dS 4.72)
So

und die jeweils geleistete Arbeit

1%

AAD = — / P(S1,N,V)dV (4.73)
1%
i

AA® = — / P(Sy, N, V)dV (4.74)
Vo

sind aber im Allgemeinen auf den verschiedenen Wegen verschieden. Arbeit und Wirme
sind damit keine Potentiale. Benutzt man beispielsweise den ersten Weg, um von £y nach
E; zu kommen, und den zweiten Weg in entgegengesetzter Richtung, um von F; wieder

nach £ zu gelangen, erhilt man einen Kreisprozess. Dann ist
AQW — AQY = — {AA(U — AA(2)} =AQ =-AA (4.75)

und falls AQ > 0 ist, hat man damit Wirme in mechanische Arbeit umgewandelt.
Je nach Situation ist es zweckmifBig, andere unabhingige Zustandsgroflen zu betrachten,
beispielsweise Temperatur 7', Volumen V' und Teilchenzahl N, etwa wenn das System

mit einem Wirmebad verbunden ist. Betrachten wir die Grof3e
F=FE-TS | (4.76)
die als freie Energie (engl. free energy) bezeichnet wird. Eine infinitesimale Anderung
ist
dF =dFE —-TdS — SdT 4.77)

und mit (4.66)
dF = —=SdT' — pdV + pudN. (4.78)

Damit ist die freie Energie das thermodynamische Potential mit den unabhéngigen Zu-
standsgrofen 7', N und V. Dies sind aber auch die Grofen, die die kanonische Gesamt-
heit spezifizieren. Benutzt man auch fiir diese Gesamtheit als Zusammenhang zwischen
fehlender Information und Entropie, folgt aus (4.45,4.46)

F(T,N,V) = —kgTlnZy,(T,N,V)
= —kgTln / [(E,N,V)e P/*TqE. (4.79)
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Comparison between the free energies
Mean Field vs. Ising Model

20

Free Energy
5

-40

" Y THIRRVTORRE 17V ST PO}
Al i daa il NV

—— lIsing Free Energy
— Mean Field Free Energy

-60
-1

-0,5 0 0,5 1
Magnetisation

Abbildung 4.4: Vergleich der freien Energie aus der Molekularfeld-Theorie und der be-

rechnet fiir das Ising-Model
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Ganz entsprechend kann man andere Potentiale konstruieren, beispielsweise die Enthal-
pie (engl. enthalpy)
H(S,N,p) = E+pV (4.80)
mit
dH =TdS+Vdp+ pdN (4.81)

und S, N und p als unabhéngige Zustandsvariablen.
Ausgehend von der freien Energie F'(T), N, V') oder der Enthalpie H (.S, N, p), erhilt man
die freie Enthalpie

G(T,N,p)=F+pV =H—-TS=E—TS +pV (4.82)

mit
dG = =SdT' +Vdp + pdN (4.83)

und 7', N und p als unabhingige Variablen.
Ein weiteres gebriduchliches thermodynamisches Potential ist das Gibbssche Potential
oder groBkanonische Potential (engl. grand canonical potential)

J(T,u,V)=F —uN (4.84)
mit
dJ = —=S8dT" — pdV — Ndp. (4.85)
Dieses Potential ist mit der groBkanonischen Gesamtheit verkniipft
J(T,p1, V) = —kpTnZg (T, 1, V)
= —kgTln / / D(E,N,V)e E-rN/ksTqpaN . (4.86)
Die betrachteten Potentiale sind in der Tabelle 4.5 zusammengefasst.

Mathematischer Einschub 4.0 (Legendre Transformationen)

Die oben betrachteten Potentiale lassen sich jeweils durch Transformationen erhalten,

indem man die Variablen wechselt. Hierzu betrachten wir die Legendre-Transformation.
Angenommen, wir haben eine Funktion f = f(zy,...,x,) mit den Variablen x1, ...z,

gegeben. Daraus ergibt sich das totale Differential

df =) wde;  u = (gf ) (4.87)
i=1 v/ oxy

Definiere eine neue Funktion g
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¢

'd ‘L
m'd‘s
("MAL)r
(M°A°S)
(N'dS)H
(NAL)A
(N‘A‘S)d

PN — dPA + IpS— = ()P
"MpN — dPA + SpL = ()P
"TPN — APd — IPS— = [P
"pN — APd — SP.L = ()P
NPT+ dPA+ SPL = HP
NPT+ AP — IPS— = AP
NPT+ APd — SPL = HP

NT—Ad +SIL—H
NT— Ad +d
NT—=SIL—H=r
N —H
Ad+H=H
SL—d=4d

A

10 9YOSTUOURYGOIX)

ordreyjuy
OIS 10U OI01]
9IS IoUT]

Abbildung 4.5: Tabelle der Potentiale
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g=1F—> wx; . (4.88)
i=r+1
Dann gilt
dg = df — Z (wiz; + xiduy;) (4.89)
i=r+1

= zr:uidxi+ z”: (—x)du; . (4.90)
i=1

i=r+1

D.h. g ist eine Funktion der Variablen x4, ..., x, und der konjugierten Variablen zu =, 1, ..., T,

g=g(x1, . . Tp, Upyq, . Uyp) . 4.91)

Die Funktion g nennt man die Legendre-Transformation von f. Dies konnen wir nun auf
die thermodynamischen Potentiale anwenden. Dazu subtrahieren wir von E die Grosse S

mal der konjugierten Grosse zu S also

F=E—-TS (4.92)

und erhalten

dF = —SdT —pdV + > judN; (4.93)
i=1

wobei wir von einem r-komponentigen System ausgehen.

4.4 Das ideale Gas

Den Begriff des idealen Gases erhélt man, wenn das Eigenvolumens der Gasmolekiile
vernachlissigt wird (also die Molekiile etc. als Massepunkte behandelt) sowie die Wech-
selwirkung der Molekiile untereinander.

4.4.1 Thermodynamische Eigenschaften

Wichtige Begriffe

Wir wollen das ideale Gas ganz formell durch eine Reihe von Eigenschaften einfiihren.
Ein System ist ein ideales Gas (engl. ideal gas), falls folgendes gilt:
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A Isochore
P

\ Isobare

LA
\\ T,
/w T,

Isothermen \"

Abbildung 4.6: Ideales Gas im PV-Diagramm

e Das Produkt PV ist konstant, wenn man die Temperatur konstant hlt.

e Die innere Energie E ist unabhédngig vom Volumen V.

e Die spezifische Wirme Cyy = (9%)y ist unabhéngig von 7.
Das erste Gesetz, dass das ideale Gas charakterisiert, heilit das Boyle-Mariotte Gesetz.
Das zweite Gesetz geht auf Gay-Lussac zuriick.
Aus dem ersten Punkt dieser Definition konnen wir direkt die Zustandsgleichung fiir das

ideale Gas hinschreiben:

PV = NkgT (4.94)

mit der Konstante k5 oder in einer etwas anderen Form

PV =nRT (4.95)

wobei n die Molzahl ist und R die universelle Gaskonstante (engl. ideal gas constant)
(R = 8.314 x 107ergMol 'K~ 1). Man nennt diese Gleichung auch die Ideale Gasglei-
chung

Eine Isobare Vergrof3erung des Volumens muss mit einer starken Erhohung der Tempera-
tur einhergehen, damit P konstant bleibt. Eine Isochore Vergroerung des Druckes muss
mit einer starken Erhohung der Temperatur einhergehen, damit V' konstant bleibt.
Betrachten wir eine adiabatische Zustandsinderung, d.h d) = 0. Aus dem vorherigen
Abschnitt folgt
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Isotherme Anderung

Pyt )
2 ! Isobare Anderung
P, r T,
| T
: ; >
Vv, v, Vv
‘ \'

Abbildung 4.7: Zustandsidnderungen fiir das ideale Gas im PV-Diagramm

dT Cp—Cy (0T
(—) - £_v (—) (4.96)
dV' J abiabatisch Cv v p
Wir fiihren als Abkiirzung fiir das Verhiltnis C'p/C'y die Grofe « ein, so daBl obige Glei-
chung zu
dT ) aT
il = —(y—-1) <—) (4.97)
(dV abiabatisch v p

wird. Diese beiden Gleichungen nennt man auch die Poisson- oder Adiabatengleichun-
gen. Aus der Zustandsgleichung fiir das ideale Gas erhalten wir damit

dT or
e =—(-1) <W>p (4.98)

eine Differntialgleichung erster Ordnung mit den Losungen

TV'~! = const (4.99)
PV7 = const (4.100)

Wir konnen weiter aus dem zweiten Postulat fiir das ideale Gas schreiben

OF
(W)T =0 (4.101)

und mit der Zustandsgleichung folgt

Cp — C\/ = TLR (4102)
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4.4.2 Formale Ableitung

Wir konnen nun obige Relationen fiir das klassische idele Gas verifizieren. Ausgangs-
punkt ist die Zustandsdichte fiir die mikrokanonische Gesamtheit

S(E,N,V) = kg InD[(E,N,V)
E 5

3 vV 3

Dies kann man nach der Energie auflésen und erhilt

3Th® 53 ,—2/3 28/3ksN-5/3
E(S,N,V) = =— N°/3 VY ~2/325/3ksN=5/ (4.104)
m
und die Zustandsgleichungen
) 2F 3
S 3kpN’ 2 TP (4-105)
) 2 F
. _p__ZZ. PV =NkgT 4.1
v 3V’ V= Nk (4.106)
und OF 5E 28 E 1
=22 2 2 _[pipv_T } 4.1
N HT3N T BkeN N VE+PV-Ts (+107)

Dies ist aber die in (4.82) allgemein hergeleitete Relation fiir die Freie Enthalpie. Durch

Einsetzen obiger Resultate erhilt man

,LL:,LL(T,p):—k’BT{hlA—l—glnT—hlP} (4.108)
wobei 3/2
A= (355)" K (4.109)

BEISPIEL 4.0 (Maxwell-Verteilung)

Im idealen Gas ist der Anteil der Molekiile mit einer Geschwindigkeit zwischen v and

v + dv durch

f(v)dv = 4x(m/(27kT))(3/2)v* exp(—mw? /(2kpT)) (4.110)

gegeben, mit m als Masse der Gasmolekiile k5 die Boltzmann Konstante, und 7' die
absolute Temperatur ( in Kelvin). Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist diejenige,

die die die f(v) maximiert. Die mittlere Geschwindigkeit erhélt man, indem man iiber
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Maxwellsche "Geschwindigkeitsverteilung

0,002
0,0015
0,001

0,0005

[0 o s e L LB

0 200 400 600 800 1000 1200
v

Abbildung 4.8: Geschwindigkeitsverteilung

das Produkt v f(v) integriert und analog erhilt man die Fluktuationen, indem man tiber

v? f(v) integriert.

Wir berechnen zunichst die Geschwindigkeitsverteilung fiir ein Gas aus Sauerstoff Mo-

lekiilen bei 300K.

MAPLE 44.1

> restart;

> con:=(k*T) /m;

k:=138%10"(-25) ;

T:=300;

m:=5316%x10"(-29) ;

c:=subs (m=1329/25000000000000000000000000000,
k=69/5000000000000000000000000, T=300, con) ;

>
>
>
>

Die Geschwindigkeitsverteilung erhalten wir durch (siehe Figur 4.8

MAPLE 4.4.2
> fv:=4*Pix(1/(2%Pixc)) "~ (3/2)*v"2xexp(-v~2/(2%c));

Wir berechnen nun den wahrscheinlichsten Wert fiir die Geschwindigkeit, indem wir die
Verteilung differenzieren und zu Null setzen und mit (2k3T/m)(1/2) vergleichen

MAPLE 44.3
> der:=diff (fv,v);
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> sol:=fsolve(der=0,v=1..1200);
> vm:=(2%c) " (1/2);
> evalf (vm) ;

Als niéchstes berechnen wir die mittlere Geschwindigkeit sowie die Wurzel aus der mitt-

leren quadratischen Geschwindigkeit und vergleichen wieder

MAPLE 4.4.4
> vav:= int(vxfv,v=0..infinity);

> evalf(vav);

> va:=(8*c/Pi)~(1/2);

> evalf (va);

> rms:=(int ((v"2)*fv,v=0..infinity)) "~ (1/2);
> evalf (rms);

> vrm:=(3*xc) " (1/2);

> evalf (vrm);

Der Anteil der Molekiile mit einer Geschwindigkeit, die geringer ist, als die mittlere ist:

MAPLE 4.4.5
> fra:=int(fv,v=0..vav);
> evalf(fra);

Zum Schluss berechnen wir noch die mittlere kinetische Energie

MAPLE 4.4.6

> ke:=(1/2)*m*(rms) "2;
> evalf (ke);

> kin:=3%k*T/2;

> evalf (kin) ;

4.5 Klassische Fliissigkeiten

Modelle spielen in der statistischen Physik, wie auch in anderen Bereichen der Physik eine
grof3e Rolle. An ihnen konnen Phiinomene studiert werden, die abstrahiert sind von denen,
die in realen Substanzen oder Materialien vorkommen. Etwa die kritischen Phinomene,
die sich in besonderer Weise durch die Universalitit, d.h. vom Konkreten abstrahieren und
sich in derselben Weise im Modell, wie im realen System manifestieren. Die fundamenta-

len Aussagen der Statistischen Mechanik sind weitgehend unabhiigig von dem speziellen
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Abbildung 4.9: Modell der harten Scheiben

Modellsystem. Sie griinden sich fast ausschlieBlich auf einige wenige gemeinsame Eigen-
schaften von Vielteilchensystemen, sowie, siehe oben, auf die Gesetze der Statistik und

der Information.

4.5.1 Harte Kugeln

Ein System von harten Scheiben bildet ein sehr einfaches, dennoch in seiner statistischen
Physik hochst kompliziertes Modell eines wechselwirkenden Systems. Wie wir sehen
werden, besitzt dieses Modell mehrere Phasen und ist damit ideal zum Studium gewisser
Eigenschaften solcher Phasen. Die Phasen eines Systemes sind etwa die der Fliissigkeit,
bzw. eines Gases oder die eines Festkorpers. Diese Phasen sind uns aus der Alltagserfah-
rung hinldnglich bekannt, jedoch besitzt jede dieser Phasen ganz besondere thermodyna-
mische Eigenschaften. Dies gilt auch fiir den Ubergang von einer Phase zu einer anderen.
Bei solch einem Phaseniibergang kann z.B. Wirme freigesetzt werden.

Im Folgenden beschrianken wir uns zunéchst auf ein zwei-dimensionales System. Das
System bestehe aus einem Volumen V' und aus einer Anzahl von Teilchen N.

Wir nehmen an, daB V' = L%, d = 2 ist, d.h das Volumen bestehe aus einem Quadrat.
Jedes der N Teilchen habe endliche Ausdehnung. Als Wechselwirkung (WW) zwischen
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je einem Paar (4, j) von Teilchen, die an den Orten 7; und r; im Abstand r;; = r = |r; —7|

sind, nehmen wir folgendes an

U<Tij>:{ 0 wenn 71y >0 @.111)
00 sonst

d.h. bei 0 = r sind die Teilchen abstoBend und kénnen nicht weiter ineinander drin-
gen (Wechselwirkung durch das ausgeschlossene Volumen, (engl. excluded volume in-
teraction)). Wir haben somit ein Modell in dem eine WW nur iiber das ausgeschlossene
Volumen stattfindet. Es finden keine direkten WW auf Distanzen » > o statt. Die Ei-
genschaften werden bestimmt durch die Korrelationen zwischen den Teilchen, die sich
daraus ergeben, daB} ein Teilchen um sich herum ein Teil des Volumes gegeniiber den
anderen abschirmt.

Betrachten wir zunichst die Zustandsgleichung. Fiir das ideale Gas hatten wir

PV =RT . (4.112)

Hierbei hatten die Teilchen keine Ausdehnung. Nun nimmt jedes Teilchen ein Volumen o3
ein, d.h. N Teilchen nehmen No3. Das Volumen welches also den Teilchen zur Verfgung

steht ist reduziert und wir setzen an

P(V —b)=RT . (4.113)

Wir definieren als Gesamtenergie des Systems £

E=U@N) = %Zu(nj) (4.114)
i#]
Man beachte, daf} keine kinetische Energie im System so wie wir es hier definiert haben
vorkommt. Wir sind an dieser Stelle ledglich an den Positionen und den Abstinden der
Teilchen im Volumen interessiert.
Da das System von harten Scheiben keine Impulse aufweist, ist eine Konfiguration durch
Angabe der Orte der N Teilchen beschrieben

1
P(ry,..,ry) = Ze*%@w“(w) (4.115)

Wie kann man Konfigurationen fiir das Modell erzeugen? Die Monte Carlo Methode er-
zeugt eine Folge solcher Konfigurationen. Wir verwenden, anstatt den N-Tuple fiir die
Konfigurationen auszuschreiben kiirzer x; als Bezeichung fiir die i-te Konfiguration. An-
genommen wir hitten eine Konfiguration der harten Scheiben im Volumen V' vorliegen.

Wir erzeugen eine neue Konfiguration aus der alten, indem wir versuchen jedes Teilchen
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Abbildung 4.10: Periodische Randbedingungen fiir das System harter Scheiben. Anstatt
die Kopien eines Systems zu betrachten, werden Teilchen, die das Sys-
tem verlassen, an der gegeniiberliegenden Seite wieder in das System

eingebracht.

zufillig zu verriicken. Halt! Was passiert am Rand?! In der statistischen Physik, oder
besser der Thermodynamik sind wir in der Regel an Systemen im thermodynamischen
Limes interessiert. Solche Systeme haben keine Winde und die Teilchenzahl, sowie das

Volumen werden als sehr grof3 betrachtet

Ml&/goo p = const (4.116)

d.h. die Dichte des Systems p, bei beliebig groem Volumen, bleibt konstant.

Numerisch wird dies verwirklicht, indem wir periodische Randbedingungen einfiihren.
Ein Teilchen, welches iiber den Rand hinaus verschoben wird, tritt an der gegeniiberlie-
genden Seite wieder in das Volumen ein (vgl. Bild 4.12)

Mit der Monte Carlo Methode gelingt es uns eine Folge (x;, ..., z,,) von Konfigurationen
zu erzeugen. Zu einer solchen Folge gehort eine Verteilungsfunktion P(x), die angibt mit
welcher Wahrscheinlichkeit eine Konfiguration vorkommt. Diese Verteilungsfunktionen
konnen wir natiirlich auch unabhéngig von der Monte Carlo Methode fiir jedes System de-
finieren und sie heiflen konfigurationelle Verteilungsfunktionen. Mit der Monte Carlo
Methode erhalten wir eine Stichprobe der konfigurationellen Verteilungsfunktionen.

Fiir geniligend geringe Dichten geht dieses Modellsystem in das klassische ideale Gas
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Algorithm 2 Metropolis Monte Carlo fiir ein System von harten Scheiben
1: fori=0;i < N do
2:  Waihle ein Teilchen zufillig aus.

Wiihle neue Koordinate zuféllig im Abstand

Stelle fest ob ein Uberlapp mit einem der anderen N — 1 vorkommt.

3

4

5 Falls ja, verwerfe diesen Zug und die alte Position wird beibehalten.

6:  Falls nein, dann akzeptiere diesen Versuch und setze die Scheibe anden neuen Ort.
7

- end for

uber.

4.5.2 Lennard-Jones-Flissigkeit

Als Modell fiir reale Fliissigkeiten wird oft das Lennard-Jones-System herangezogen. Fiir

die Wechselwirkung zwischen den Teilchen wihlen wir

W (r) = e {(912 - (g)ﬁ} . 4.117)

An dieser Stelle konnen wir die radiale Verteilungsfunktion p(r) ( engl. radial distribu-
tion function) einfithren. Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeit p(r)dr ein weiteres Teil-
chen (Kugel) im Abstand r zu finden, wenn sich fiir » = 0 ein Teilchen befindet. Sind
keine Korrelationen zwischen den Teilchen bei einem Gas vorhanden, dann folgt unmit-
telbar

p(r) = 4mric (4.118)

wobei c die Dichte des Gases ist. Sitzen alle Teilchen auf festen Plitzen r; (etwa in einem

Kritall), dann erhalten wir

p(r) = Zé(r — ) (4.119)

In der Fliissigkeit bestehen strukturelle Korrelationen zwischen den Teilchen. Wir schrei-
ben deshalb

p(r) = 4mrig(r) (4.120)

mit der Paarkorrelationsfunktion (engl. pair corrleation function) g(r). Wir erwarten
fiir den ungeordnetenSysteme, daB fiir r — oo g(r) — 1 geht, d.h. bei unendlich groem

Abstand besteht zwischen zwei Teilchen keine Korrelation mehr.
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Lennard-Jones-Potential

Abbildung 4.11: Lennard-Jones-Potential fiir den Parameter o = 1.

Abbildung 4.12: Typische Konfiguration eines Systems von Teilchen mit Lennard-

Jones-Potential.

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



90

KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK (KLASSISCHE N-TEILCHENSYSTEME)

4.5.3 Van der Waals-Theorie und Zustandsgleichung

Eine verbesserte Zustandsgleichung fiir klassische Gase bei hoheren Dichten liefert die
Van der Waals-Gleichung (1873). Diese Gleichung beschreibt auch den Phaseniibergang
Fliissigkeit-Gas wenigstens niherungsweise.

Wir betrachten wieder ein einatomiges Gas mit dem in (4.117) gegebenen Potential und
der Hamiltonfunktion

2
_ b;

H_ZQerZW(m—m). 4.121)

1 1<)

Die freie Energie ist
F = —kgTln / / e FHPT) BN 1. 3N,

= Fy—kgTlhvV> / H e PWririD @Bp . dBry (4.122)

i<j

wobei F| die freie Energie des idealen einatomigen Gases ist.

Betrachten wir zunidchst nur den abstoBenden Teil des Potentials. Dann ist

e Wil 1 — 0(a — |r; — 1j)). (4.123)
Wir untersuchen
N
Yy = v—N/ [T =6 —|ri—r)dr .. .dry
i>j=1
N-1
- v—<N—1>/ IT @=0e@—|ri—r)dr .. dry
i>j=1
N
le/H(l—@(a— Iry — 1)) Pry (4.124)
(=1

Die Integration tiber 7y erstreckt sich iiber das Volumen V', wobei die ausgeschlossenen
Volumina Kugeln mit Radius a sind

4
Vi ~ V—(N—l)%a?’
N -1
_ v<1_2 - bo). (4.125)

Die verbleibende Integration iiber 7y . ..rxy_; ergibt Y _;. Damit erhélt man

N -1
YN - (1 - 2 V bo) YN*l
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|

£,

Abbildung 4.13: Van der Waals-Phasendiagramm

N -1 N —2 1
() () (12 k)

N N
~ 1——=b 4.126
(1-2) e
und
N
Frep = Fy — NkgTIn (1 — Vbo) . (4.127)

Daraus erhélt man fiir die Entropie

OF
arT

Srep = =Sy + Nkgln (1 — %bo) . (4.128)
Wir sehen also, dass die Entropie gegeniiber dem Wert des idealen Gases, S, reduziert
ist. Dies hat seine Ursache darin, dass den einzelnen Atomen nicht mehr das gesamte
Volumen zur Verfiigung steht, sondern nur noch ein Bruchteil (1 — %bo) V. Wegen F' =
E — TS sieht man aber auch, dass der abstoBende Teil der Wechselwirkung nicht zur
Energie beitragt.

Der anziehende Teil 1 (r) des Potentials triigt jedoch zur potentiellen Energie bei. Ist das
ausgeschlossene Volumen Nby < V und ist die Wechselwirkung W (r) schwach, konnen

wir annehmen, dass die Dichte in der Umgebung eines herausgegriffenen Teilchens im
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Abstand r > a konstant gleich N/V ist. Dann ist die gesamte potentielle Energie

N? - N?
Byt = 57 / W(r)d*r = -5 kg by (4.129)
und die freie Energie
N N?

Mit p = —(0F/9V )1y erhilt man die van der Waals’sche Zustandsgleichung

1 N b,
PV = NkgT - == . 4.131
" {1—%% VT} (131
Betrachtet man die isotherme Kompressibilitit (engl. isothermal compressibility)
1 dp
— =V (= 4.132
kr (8 4 ) TN ( :

so sieht man, dass fiir eine Temperatur kleiner als die kritische Temperatur

8 by

T.=—2
27 b

(4.133)

negative Werte auftreten konnen. Fiir 7' = T ist k7 endlich, bis auf den kritischen Punkt

(engl. critical point)
1. b

%:ﬁ@% V. = 3byN (4.134)
bei dem sie divergiert.

Fiir Temperaturen 7' < T, erwartet man Koexistenz von fliissiger und gasférmiger Phase.
Dies ist in obiger Herleitung der Van der Waals-Gleichung nicht enthalten. Koexistenz
bedeutet, dass das Gesamtvolumen V' in zwei Teile zerfillt, V = V; + V5, von denen
einer mit Fliissigkeit, der andere mit Gas gefiillt ist. Fiir jeden Teil fiir sich kann die Van
der Waals-Gleichung wieder benutzt werden. Da beide Phasen im Gleichgewicht stehen,

muss gelten

p(‘/hTaNl) = p(‘/27T7N2)
Vi, TN = u(Va, T, Ny). (4.135)

Beide GroBen konnen aber nur vom Verhiltnis v; = Vi /N; bzw. vy = V5/N, abhingen.
Das chemische Potential kann man aus der Duham-Gibbs-Relation (4.82, vgl. spiter Ther-

modynamik) und der freien Entalpie berechnen

G(T,N,p) F V
= 4.1
7 N N TPy (4.136)
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Man erhilt den auf der nebenstehenden Figur gezeichneten Verlauf, wobei fiir 7' < T, der
jeweils tiefste Zweig zu wihlen ist und die anderen Zweige unphysikalisch sind.

Fiir Volumina Vi < V < V{; erwartet man Koexistenz zwischen fliissiger und gasformi-
ger Phase. Dabei sind V und V; die jeweiligen Volumina an der Koexistenzgrenze. Die
freie Energie im Zweiphasengebiet ist

F(V)= % Frp + %FG (4.137)
mit Vp + Vi = V. Die freie Energie im Zweiphasengebiet ist also durch die Doppel-
tangente an die freien Energien der homogenen Phasen gegeben. Bei dieser Konstruktion
wird der unphysikalische Bereich der van der Waals-Gleichung nicht mehr explizit be-
nutzt.

Experimentell ist es moglich in den Koedxistenzbereich einzudringen. Man erreicht dabei
metastabile Zustdnde, die zwar im Prinzip zerfallen miissen, deren Lebensdauer aber sehr
lange sein kann, insbesondere dann, wenn die Ubersiittigung klein ist und Kondensations-
keime fehlen. Ubersiittigte Zustéinde findet man hiufig in der hoheren Atmosphiire (Kon-
densstreifen von Flugzeugen aufgrund des Eintrags von Kondensationskeimen). Beim

Sieden sind derartige Metastabile Zustidnde als Siedeverzug bekannt.

BEISPIEL 4.0 (van der Waals)

Schauen wir uns als Beispiel das van der Waals-System fiir C'O5 an.

MAPLE 4.5.1

> restart,;

> eql:=(p+ta/v"2)*(v-b)=Rx*T;

> Pressure:=solve(eql,p);

> R:=8314:

> a:=366000: b:=.0429:

> a:=13800: b:=.0318: R:=8314:

> Pressurel:=subs(T=300,Pressure);

> Pressure2:=subs(T=340,Pressure) ;

> Pressure3:=subs(T=380,Pressure);

> plot({Pressurel,Pressure2,Pressure3},v=0.068..0.4,p=0..2%1077,title=‘Druck als Funktion
> plot3d(Pressure,v=0.068..0.4,T=250..380,view=0..2e+007);

Die mechanische Stabilitit verlangt

1 [oV
KT = =1 (8—PT) >0 (4.138)
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Pressure “vs“Volume
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Abbildung 4.14: CO,

Betrachte die Dichtefluktuationen im GroBkanonischen Ensemble. Die Wahrscheinlich-

keit NV Teilchen im Volumen V' zu finden ist

ZcK
P(N,V) = 208 2 (4.139)
Wegen J = E — TS — uN = —PV und da
In Zox = —BJ = PV/kgT (4.140)
gilt
81nZGK <8P)
Ny~ N — _y(oF (4.141)
W) 5(5n) o1 ) 1y
und
PIn Zax <6<N> ) <6N)
N2y _ R el (4.142)
W=~ o) =T\ ),
woraus
(VY _ kT (0N _ kaT (0N (0V
N v \er),, v \av),\op) " (4.143)
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Die Positivitdt von xp ist also verbunden mit den Schwankungen von N. Ein stabiler
Wert von N korrespondiert mit einem Maximum der Wahrscheinlichkeit von P(N, V).
Ein negativer Wert mit einem Minimum. Fluktuationen in der Dichte entstehen deshalb

spontan und dndern im Mittel die Dichte zu stabilen Werten.

4.6 Virialentwicklung

Die Berechnung der Zustandssumme bei realen Gasen ist nicht mehr exakt durchfiihr-
bar. Eine Moglichkeit, die Wechselwirkung in realen Gasen systematisch mitzunehmen,
ist eine Entwicklung nach der Dichte. Sie liefert Korrekturen zur Zustandsgleichung des
idealen Gases. Fiir diese Virialentwicklung (engl. virial expansion) setzen wir eine Zu-

standsgleichung der folgenden Form an

P N N2 N\?
k—T:V+BQ(T) (V) + By(T) (V) 4o (4.144)

Man bezeichnet die B; als Virialkoeffizienten (engl. virial coefficients).
Betrachte die Fugazitit (engl. fugacity)

z =exp (u) (4.145)
und entwickle das Potential
—PV = —kTIn Z, (4.146)
nach z. Wir schreiben die groB3kanonische Zustandssumme mit Hilfe der kanonischen
Zustandssumme
Zge=Y ZZ(T,V) | (4.147)
=0

wobei Z;(T,V) die Zustandssumme fiir ein System von i-Teilchen bedeutet. Aus den
Gleichungen (4.146) und (4.147) folgt

PV
T = Iz (4.148)
= In (1 +Y 2 Z(T, V)) (4.149)
=0
~ 4 2
~ 5 Dz +0(T)+.) (4.150)
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Fiir b, (7') erhalten wir durch die Entwicklung des Logarithmus

)\3
b(T) := VZl(T,V) (4.151)
A3 d®r
= = | —=1 . 4.152
Wir definieren \3 .
bo(T) = % (ZQ(T, V) — 5Zf(T, V)) (4.153)
mit
ZQ(T,V):2'—)\6 exp (=AW (|r1 — ra]))dr d’r, (4.154)
. 1%
bzw. allgemein
ZTV—1 1 W d’ry...d° 4.155
~(T, )_m)@—N VGXP(—ﬁg (Jr; = j]))d’r1..d’ry . (4.155)

Setzen wir dies in den Ausdruck fiir bo(7") ein, dann erhalten wir

1
1) = S (/ eXp(_ﬁW(‘rl—1”2\)>d?’r1d31"2—v2) (4.156)
%4
1
= s [ oW n ) - D, @)
\%4

Wir gehen iiber in Relativkoordinaten. Wir miissen nun beriicksichtigen, dass die Schwer-
punktskoordinate R nur im Volumen V' zugelassen ist, wihrend die Relativkoordinate r
iiber den gesamten Raum zu fiihren ist. Nehmen wir nun an, dass das Potential schnell

genug abfillt, dann folgt

1
= m/V(exp(—ﬁW(yry)) —1)d*Rd’r (4.158)

Die Integration iiber R ergibt das Volumen V. Da der Integrand nur vom Abstand abhéngt,

bo(T)

konnen wir fiir das Integral als

4 /OO r? (exp(—=BW (r)) — 1) dr (4.159)
0
schreiben und damit fiir bo(7")
bo(T) = %zm /OO P (exp(—BW (r) — 1) dr . (4.160)
0
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Zur'Berechnung “des 'Virialkoeffienten “eines ‘Lennard-Jones-Potential "Systems

u(r)

0,5

Abbildung 4.15: Integrand fiir die Berechnung des Virials.

Fiir den zweiten Virialkoeffizienten folgt somit
By(T) = = N0y (T) . (4.161)

BEISPIEL 4.0 (van der Waals)

Fiir das Lennard-Jones-Potential konnen wir By(7") ausrechnen. Eine Inspektion des In-

tegranden (vgl. Abbildung (4.15)) zeigt, dass wir das Integral in zwei Teile aufspalten
konnen:

Bo(T) = QW/OOOrz(l—exp(—ﬁW(r)))dr (4.162)

Q

27 {/J r2dr + /OO r? (1 — exp(—BW(r)))dr (4.163)
0 o

3 [e’¢)
~ on l%+ / rQﬁW(r)dr] (4.164)
14 %
= T o / PGV (r)dr (4.165)

Im Vergleich mit Gleichung (4.131) erhalten wir fiir die dort vorkommenden Parameter
bo und b1
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b(] 14nm 3

o -2 4.1

N 573 o (4.166)
b o

—N12 = —271‘/0 r2W (r)dr (4.167)

Der Parameter b; beschreibt demnach den anziehenden Anteil des Potentials an der Zu-

standsgleichung.

4.7 Der Gleichverteilungssatz

Bisher haben wir nur translatorische Freiheitsgrade von Gasatomen oder Gasmolekiilen
beriicksichtigt. Bei hoheren Temperaturen konnen jedoch auch innere Freiheitsgrade, elek-
tronische Anregungen und bei Molekiilen Rotationen und Vibrationen angeregt werden.
In verdiinnten Gasen liefern diese additive Beitrige zu Energie und Entropie und kénnen
deshalb jeweils getrennt fiir sich behandelt werden.

Wir beginnen mit der Diskussion von Rotationen in zweiatomigen Molekiilen. Das Mo-
lekiil bestehe aus einem Atom der Masse m; und einem der Masse m, die einen Abstand

ro haben. Das Trigheitsmoment ist dann

1My 2
I = ————rf. 4.168
my + Mo 0 ( )
Der Drehimpuls ist 4/, und die Energie ist
1 A2 1
€ = 576(6 +1) =kpO, 56(6 +1) (4.169)

wobei ©, = h%/kgl die charakteristische Temperatur fiir Rotationen sei. Da jeder Zu-

stand mit gegebenem ¢, 2¢ 4 1-fach entartet ist, ist die zugehorige Besetzungszahl

67%2(5+1)@r/T

(ne) = Z@(%/ + 1)6755/(5/+1)®T/T' (4.170)
Die spezifische Wirme kann man mit Hilfe der Flukuationen berechnen
1
C = H?) — (H)? 4171
s () - (1)) (@.171)

berechnen.

Man erhélt also

C(1"01; =

(%)2 { 32,20+ DO+ 1) s DO

1
A\T (20 + 1) BENOnT
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2
—Lee+ne/T
- <zé(ge+ 1)0(¢ + 1)e ) @17

26(28 + 1)6—%£(£+1)®T/T

Falls die Atome unterscheidbar sind, treten fiir ¢ die Werte ¢ = 0,1, 2, ... auf. Falls die
Atome (Kerne) identisch sind, muf} die Statistik (Bose-Fermi, vg. spiter) beriicksichtigt
werden.

Fiir Fermionen (beispielsweise Hy) im Spin-Singulet (s = 0) Zustand ist die Spinfunk-
tion antisymmetrisch und damit die Ortsfunktion symmetrisch (Para-Zustand). Damit ist
¢ =0,2,4,... modglich. Im Spin-Triplet (s = 1)-Zustand muf die Ortsfunktion antisym-
metrisch sein (Ortho-Zustand), und damitist / = 1, 3,5, ... moglich.

Fiir Bosonen, deren Spin s = 0 ist, muf3 die Wellenfunktion symmetrisch sein (Para-
Zustand), also ¢ = 0, 2,4, .. ..

Fiir Bosonen mit Spin s = 1 (beispielsweise D) erhilt man Para-Zustéinde, ¢ = 0,2,4, .. .,
fiir den Spin-Singulet-Zustand (s = 0) und den Spin-Quintuplet (s = 2)-Zustand, Ortho-
Zustinde, ¢ = 1,3, 5, .. ., fiir den Spin-Triplet (s = 1)-Zustand.

Fiir tiefe Temperaturen 7" < O, erhilt man aus (4.172) fiir unterscheidbare Atome

Crot/kpN =3 (%)2 e O/ 4 (4.173)
fiir Para-Zustinde )
Crot/kpN = 45 <%) e 30T 4. (4.174)
und fiir Ortho-Zustinde
Cro/kpN = 13E <%)26_5®T/T L (4.175)

Fiir hohe Temperaturen 7' > ©,. konnen viele Rotationszustéinde angeregt sein, und die

Summe tiber ¢ kann durch ein Integral ersetzt werden
1 21 T
Z(2€+1)~~w{1}/d€(2€+1)-~z {l}g—/d:c (4.176)
¢ 2 r

wobei © = /(¢ + 1)©,/T. Die in der Klammer angegebenen Faktoren beziehen sich
auf unterscheidbare (oben) und ununterscheidbare Atome. Der Beitrag der Rotation zur

spezifischen Wirme wird damit bei hohen Temperaturen

dx x%e ™ drze=\?
Crot = kBN{ffde‘e_x o (ffdl‘e—x ) } = kgN. “4.177)
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Der gesamte Verlauf des Rotationsbeitrages zur spezifischen Wérme ist in der nebenste-
henden Figur als Funktion von 7'/©,. gezeigt. Typische Werte der charakteristischen Tem-
peratur O, finden wir in der spiter folgenden Tabelle. Fiir Sauerstoff und Stickstoff ist O,
im Bereich einiger Grad Kelvin, bei Raumtemperatur und auch bei tieferen Temperaturen
sind also Rotationen hoch angeregt.

Bei hoheren Temperaturen miissen auch Vibrationen von Molekiilen beriicksichtigt wer-
den. Wir untersuchen wieder zweiatomige Molekiile in harmonischer Ndherung. Die Schwin-

gungsenergie eines Molekiils ist dann

1
eyz<y+§)m v=0,1,2,... (4.178)

wobei w die Frequenz des als harmonischer Oszillator angesehenen Molekiils ist. Als

charakteristische Temperatur definieren wir
0, = hw/kg. (4.179)
Der Vibrationsanteil der freien Energie ist dann

Fiy, = —kBTNane_(”J“%)e“/T
e~ 3v/T

= —]{?BTNIII m

(4.180)

Den zugehorigen Beitrag zur spezifischen Wirme erhilt man aus (??)

aQFvib e, 2 eOv/T
Cop = —T = (=) ——— kN
b aTQ ( T ) (eey/T _ 1)2 B

Q

@ 2
<7> el T\ fir T <O,

Q

kN fir T'> ©,. (4.181)

Typische Werte von O, sind zusammen mit O, und einer charakteristischen Temperatur
fiir elektronische Anregungen ©, = €. /kp in der folgenden Tabelle angegeben (e ist
die niedrigste elektronische Anregungsenergie)

Bei Raumtemperatur sind folglich Vibrationen praktisch nicht angeregt. Elektronische
Anregungen spielen keine Rolle, da die Molekiile bereits bei Temperaturen dissoziieren,

die weit unterhalb von O, liegen.
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0. 0,] 64K]
H, | 85 | 5958 | 129.000
D, | 43 | 4210 | 129.000
Oy | 2.1 | 2228 11.300

I, |.05| 305| 17.000
Die Behandlung der Rotationen und Vibrationen von Molekiilen mit mehr als zwei Ato-

men ist im allgemeinen komplizierter. Wir untersuchen deshalb nur den klassischen Grenz-
fall unter der Annahme, dass die Energie eine quadratische Funktion von f Freiheitsgra-
den Ti...xf ist. Dabei ist f = 3 fiir Atome
(3 Impuls- oder Geschwindigkeitskomponenten), f = 5 fiir zweiatomige Molekiile, falls
T < O, (3 Geschwindigkeitskomponenten, 2 Winkelgeschwindigkeiten), f = 7 fiir
zweiatomige Molekiile, falls 7" > ©, (6 Geschwindigkeitskomponenten, Abstand der
Atome, harmonische Niherung), f = 6 fiir nicht gestreckte Molekiile, beispielsweise
H;O, fir I’ <« ©, (3 Geschwindigkeitskomponenten der Schwerpunktsbewegung, 3 Win-
kelgeschwindigkeiten entsprechend den 3 Eulerwinkeln).

Da die Hamiltonfunktion als quadratische Funktion der f Freiheitsgrade angenommen

wurde, kann sie auf Hauptachsen transformiert werden und fiir ein Molekiil in der Form

f
]' 2
H= ;1: hes? (4.182)

geschrieben werden. Die freie Energie ist dann in klassischer Naherung

= —NICBTIH/d.I‘ldSUf eiézehzs%/kBT

= —NkBT{glnT—l— const} (4.183)

und mit (??) erhilt man die spezifische Wirme

Cy = gNkB (4.184)
und die Energie
E = gNk:BT. (4.185)

Dieses Resultat ist als Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Mechanik be-
kannt.
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4.8 Response-Funktionen

Bisher haben wir vorwiegend Eigenschaften des thermodynamischen Gleichgewichts un-
tersucht. Diese stellen aber nur einen beschrinkten Ausschnitt der interessierenden Phino-
mene dar. Zur theoretischen Behandlung von Nichtgleichgewichtszustidnden gibt es vielfilti-
ge Ansitze, von denen nur zwei andeutungsweise behandelt werden kdnnen.

Die lineare Antworttheorie beschrinkt sich auf kleine Storungen aus Gleichgewichts-
zustdanden und untersucht die Reaktion des untersuchten Systems auf solche kleine Storun-
gen. Sie stellt andererseits einen recht allgemeinen Rahmen dar, da keine Einschridnkun-
gen beziiglich der Natur der Storung oder deren zeitlichem und rdumlichem Verhalten
gemacht werden miissen, solange diese nur insgesamt klein sind.

Es seien 714(r) Dichten von Observablen, beispielsweise Teilchendichte, Stromdichte,
Energiedichte, Magnetisierung und andere. Dazu gehdren konjugierte Felder h 4 (r, t), bei-
spielsweise Potentiale, Kraftfelder, Temperaturdifferenzen, Magnetfeld und andere. Das

betrachtete System sei durch einen, im Allgemeinen zeitabhingigen, Hamiltonoperator

H=Hy— ) / ha(r,t) ia(r)d®r (4.186)
A

beschrieben. Dabei sei [y der Hamiltonoperator des ungestorten Systems, und die Stérun-
gen hy(r,t) seien so klein, dass man sich auf Storungsrechnung erster Ordnung be-
schrianken kann.

Wir untersuchen den Erwartungswert einer Dichte 714(r) zur Zeit t: (nia (r,1)), falls
Storungen vorhanden sind. Die Dichten seien so gewihlt, dass im Gleichgewicht (4 (1)) =

0 ist. Falls die Storungen hinreichend klein sind, ist

t
Gl =3 / / Rup(r — v/t — )b (e ) dde | 4.187)
B — 0o

Dabei haben wir Kausalitit vorausgesetzt und Homogenitit in Raum und Zeit fiir das
ungestorte System. Die Funktionen R4p(r — 7, t — t') nennt man lineare Antwort- oder
Responsefunktionen.

Es sei py,(t) der statistische Operator in Gegenwart der Storungen. Dann ist

(Ra(r,t))n = Trava(r) pu(t) (4.188)
Die Zeitabhingigkeit von py,(t) ist durch die von-Neumann-Gleichung (1.30)
“ou(T) = (), (1) (4,189
dt ph - h ? ph .
gegeben. Daraus erhilt man, unter Verwendung der zyklischen Invarianz der Spur,
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@ aar. ) = 2 T [aalr). H@] ) (4.190)

wobei fiir H (t) (4.186) zu verwenden ist.

Der Satz von Dichten 7 4(r) sei vollstindig in dem Sinn, dass fiir jede Dichte

_Z'A

5 [alr), Hol = ;/ Lac(r —7)hc(F)d*F (4.191)

geschrieben werden kann. Der Satz sei linear unabhéngig in dem Sinn, dass die Zerlegung
(4.191) eindeutig ist. Damit wird

d,. I _
T {Aa(r, ) = > / Lac(r — ) (ae(F, 1)) nd*r
C
) R . _
+ > / ([Aa(r), ac ()] ), ho(r OdPF . (4.192)
C
Dabei konnen wir, wenn wir uns auf lineare Terme in h beschréinken, fiir den Erwartungs-

wert des Kommutators den Gleichgewichtserwartungswert verwenden. Setzen wir darin

noch (4.187) ein, erhalten wir als Bewegungsgleichung der Responsefunktionen

d
ERAB(T‘—T/,t—t/) == ;/ ,CAC(T‘—f)RCB(f—T‘I,t—tl)d:sf
2 ([0, A5, (2 — ). (4.193)

Die Bedingung der Kausalitit ist R 45(r,t) = 0 fiir t < 0. Speziell fiir t — 07 erhilt man

Rag(r —1',07) = — ([na(r),np(r)]), . (4.194)

St .

4.9 Fluktuationen

Wir hatten bereits die Fluktuationen der Energie mit der spezifischen Wérme in Zusam-
menhang gebracht und dabei das kanonische Ensemble verwendet. Betrachten wir nun
die Fluktuationen in der Teilchenzahl, dann erhalten wir

<(N?> = <(N—<N>)?*> (4.195)
= <N?>_—<N>2 (4.196)
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— Z N2P, — Z Z N;N;P,P; (4.197)
7 1 J

82 In ng)
= (| —= . 4.198
( I(Bp)? B,V ( :

Also stehen die Teilchenzahlfluktuationen mit der Kompressibilitdt in Zusammenhang.

Ganz allgemein erhalten wir

_8<X>
o3

Die rechte Seite dieser Gleichung ist stets positiv, und die linke Seite bestimmt die Kriimmung

=< (6X)*> . (4.199)

der thermodynamischen freien Energie.

BEISPIEL 4.0 (Molekular Dynamik)

Wir erinnern uns an die Beziehung

(Ey) = gNkBT ,

welche die Temperatur 7" mit dem Erwartungswert der kinetischen Energie in Beziehung

setzt. Bei MD Simulationen betrachten wir im Allgemeinen eine Hamiltonfunktion

H = E.+U

i<j

Das System besitzt also eine konstante Energie, d. h. die Temperatur kann nicht konstant
sein. Ein Weg, eine konstante Temperatur einzufiihren, ist, die kinetische Energie konstant

E mvi2 = const
i

zu halten:

Algorithm 3 Isokinetische MD
1: Wihle 7, 4;©
2: for i=0;1 < N do
3: Berechne die Krifte F(r?, v?)

(2RE)

4:  Berechne 7; "1, 7; "t!
1\2
5. Berechne Y, m(v]'"")? = A
6:  Skaliere die Geschwindigkeiten, so dass A der gewiinschten Temperatur entspricht
7:

end for
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Alle Geschwindigkeiten werden skaliert, d.h., es wird angenommen, dass alle Teilchen
und jedes Gebiet eine und nur eine Temperatur haben. Wie soll der Skalenfaktor ausse-

hen? Zihlt man ), mv? = const als eine Nebenbedingung und vermindert dadurch die

5 \/ (BN — D) kpTer

Zahl der Freiheitsgrade
> mv}

wobei die Nebenbedingung, Gesamtimpuls = 0, berticksichtigt worden ist.

Welche Geschwindigkeiten sollen skaliert werden? Bei einigen Integrationsverfahren wer-
den Halbschrittgeschwindigkeiten berechnet!

Betrachte das Fluktuations-Dissipations Theorem
Cy ~ (H?) — (H)?

Wegen E = const kann dies so nicht mehr gelten und die Fluktuation der potentiellen
Energie fallen anders aus, als bei einem Ausgleich mit der potentiellen Energie.
Wie viele Skalierungsschritte miissen zu Beginn gemacht werden, so dal3 man annehmen

kann, da3 das System im Gleichgewicht ist?

1 .
L= 5 Z mv? —U(r) (U # U(r,7)) (4.200)
oL d (oL

Betrachte das folgende dissipative System

oc d (oL .
o dl <8'f"i) = —F(r;,r;) (4.202)
. ov. —dov
Ann. F(T‘Z‘, TZ') = _8TZ~ + % 8TZ~ (4203)

d.h., die verallgemeinerte Kraft 1d6t sich nach einem verallgemeinerte Potential ableiten.

Def. L =L—V (4.204)
oL d (oL
o dt <a¢i) =0 (4:205)
Ann. V= &(r,7)é(r, 7) (4.206)
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i

Ann. ¢
— mf“l-
i

Di

96 Ot
i + 53’/”@- + (bam (4.207)
U 96 o
G o — 95 (4.208)
(1) = % > mr2—A=0 (4.209)
0
pi+¢& (b 4.210)
87’@'
oU
~ar 4211)
pi | 2mA
— = 4.212
m\/ T 72 ( )
oU
o (4.213)

4.10 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e Was passiert, wenn zwei Systeme in Kontakt miteinander gebracht werden, so dass

sie Energie austauschen konnen.

e Was ist eine quasi-statische Zustandsinderung?

e Formuliere den Gleichverteilungssatz. Welche mikrokopischen Variablen sind be-

troffen? Gebe zwei Beispiele

e Welches sind die makroskopischen Bedingungen, die den Rahmen fiir das kanoni-

sche Ensemble definieren? Unter welchen Bedingungen ist es equivalent zum mi-

krokanonischen Ensemble?

e Welches sind die makroskopischen Bedingungen, die den Rahmen fiir das grof3ka-

nonische Ensemble definieren? Unter welchen Bedingungen ist es equivalent zum

mikrokanonischen und kanonischen Ensemble?

4.11 Ubungen

1. Zustiande
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a) Berechne die Anzahl der Quantenzustidnde fiir ein Teilchen in einer Box mit
Kantenlinge 1 und vergleiche dies mit einer klassischen Rechnung fiir ein Vo-

lumen im Phasenraum.

b) Berechne fiir den klassischen und den quantenmechanischen Fall die Zustands-
dichte als Funktion der Energie E.

2. Chapman-Kolmogorov Gleichung
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n, t,|0, 0), welche den eindimensio-
nalen unausgeglichenen Random-Walk beschreibt, geht aus der (diskreten) Chapman-
Kolmogorov Gleichung

P(n,ty100,0) = Y P(n,ty|m,tx)P(m,ty|0,0), mit ty =Nt

hervor. Hierbei ist P(n,tni1|m,tn) = pomn—1 + ¢Omnt+1 die Wahrscheinlich-
keit, dass der Walker nach genau einem Zeitschritt 7 einen Schritt vorwirts oder
riickwirts macht.

a) Wandle die Gleichung in eine Gleichung fiir die charakteristische Funktion
ok, ty) = >, e**P(n,tyx|0,0) um, 16se diese und bestimme P(n, tx|0,0)
daraus.

b) Setze nl = =z, wobei [ die (konstante) SchrittgroBBe sei und betrachte den
Grenzfall
[ —-0,7—0,p—q— 0,s0dass [*/27 = D und (p — ¢)l/7 = v. Bestimme
dann P(z,t|0,0).

3. Fokker-Planck Gleichung
Betrachte das mit der Fokker-Planck Gleichung
o . . kgT
o P01 =QP(@ 1), Q=¢V, <6+ %vv)
assoziierte Eigenwert-Problem QF (%) = AF (%) fiir die (rdumlich isotrope) Ge-
schwindigkeitsverteilung P(7,t) = F(¥)e* Brownscher Teilchen.

2

3/2
Zeige: wenn F'(¥) = 4/ Ps(¥)W (¥) mit der stationdren Losung Pg(7)) = (ﬁ) exp ( ne )

T 2kgT

gilt, dann ist die Eigenwertgleichung fiir W (¥) dquivalent zur zeitunabhingigen

Schrodingergleichung fiir den 3D-harmonischen Oszillator.
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4. Zeige, dass fiir den Non-Reversal Random Walk (NRRW) der Linge N auf

einem Gitter mit der Koordinationszahl ¢ gilt:

INprw = (@—1DY (4.214)

(ein NRRW ist ein Walk, bei dem eine unmittelbare Riickkehr zu den vorher beset-
zen Gitterplatz nicht erlaubt ist.

5. Zeige, dass fiir den Self-Avoiding Random Walk (SAW) der Linge N gilt

Zgaw = N7 adss (4.215)

6. Mikrokanonisches Ensemble
Ein System bestehe aus N unabhingigen Teilchen. Jedes Teilchen kann nur eines

der zwei Energieniveaus —ej und +¢; annehmen.

a) Berechne die Entropie des Systems mit der Gesamtenergie £ = Mey (M =
—N, ..., +N) unter Benutzung der Stirling-Formel.

b) Berechne fiir £ < 0 die Energie und die spezifische Wiarme C' = dFE/dT als
Funktion der Temperatur 7'. (Schottky-spezifische Wirme)

7. Kanonisches Ensemble
Ein Gefidll mit Volumen V] beinhaltet N Gasmolekiile (die nicht untereinander
wechselwirken) der Temperatur 7" bei dem Druck P;. Die Energie eines Molekiils
kann beschrieben werden durch:

Ex(p) = 1/(2m)p"- P+ e,
wobei €, die Energie fiir die inneren Anregungen des Molekiils ist.

a) Berechne die Freie Energie. Zeige insbesondere die Abhédngigkeit von dem

Volumen V;.

Betrachte nun ein weiteres Gefaf3 mit dem Volumen V5, welches ebenfalls N Mo-

lekiile der Temperatur 7" enthilt, jedoch bei dem Druck Ps.

b) Driicke die gesamte Entropie der beiden Gase in Einheiten von Py, P>, T, N
aus.

b) Die beiden Gefélle werden nun miteinander verbunden. Die beiden Gase konnen
sich nun vermischen, ohne Arbeit zu leisten. Berechne explizit die Anderung
der Entropie des Gesamtsystems. Was ergibt sich fiir den Spezialfall V; = V5
(bzw. P, = P,)?
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8. GroBkanonisches Ensemble
Eine adsorbierende Wand habe N mogliche Kontaktpunkte, von denen jeder ein
Gasmolekiil adsorbieren kann. Diese Wand sei in Kontakt mit einem Gas (dessen
Molekiile nicht untereinander wechselwirken) mit dem chemischen Potential pi.. Ein
adsorbiertes Molekiil habe die Energie —¢, ein freies 0.

a) Was ist die groBkanonische Zustandssumme?

¢) Berechne das Verhiltnis 6 der adsorbierten Molekiile zu V.
(Tip: (1 + 2)V = ENl NN /NN — Ny

9. a) Definiere extensive und intensive Groen und gebe jeweils 3 Beispiele an.
b) Wie sind Entropie, Temperatur, Druck und Freie Energie definiert?
¢) Wie berechnet man das n’te Moment einer Verteilung P(x)?

d) Wie ist die Zustandssumme im mikrokanonischen, kanonischen und grof3ka-

nonischen Ensemble definiert?

10. Betrachte die Energie und die Fluktuation der Energie in einem System in Kontakt

mit einem Wirmebad bei der Temperatur 7' = %

a) Zeige, dass die mittlere Energie (F) gegeben ist durch (F) = —2Z wobei

Z =) exp(—fE,) die Summe iiber alle Zustande ist. v

b) Driicke (FE?) aus durch Ableitungen von In Z.

c) Zeige, dass fiir die Dispersion der Energie gilt: (AE)? = (E?) — (E)? =
kpT?Cy

11. Betrachte ein quantenmechanischen System mit zwei stationdren Zustdnden mit den

Energien 0 und e. Der Hamiltonoperator in der Eigenbasis ist also

(1)

a) Wie lautet der kanonische Dichteoperator?

b) Berechne die innere Energie £ und die Entropie S.

12. Kurzreichweitige Wechselwirkung
Fiir ein klassisches eindimensionales Gas aus /N Molekiilen auf einer Strecke L ist

die kanonische Zustandssumme Z = Z;,(T, L, N) = s5Qy mit

1 [F L L I 1
"Jo 0 0 0
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mit
vij = v(|lzi — zj])
Der Faktor 1/2 im Exponenten bewirkt, dass bei uneingeschrinkter Summation

tiber 7, j jede Wechselwirkungsenergie v;; = v;; nur einmal gezéhlt wird (es sei

a) Berechne allgemein die Zustandssumme der Druckgesamtheit mittels der Laplace-
Transformation Z(3,p, N) = [ dLe "L Z(3,L, N).

b) Betrachte nun ein Wechselwirkungspotential mit einem hard-core der Aus-

dehnung a und einem reguldren Anteil im Intervall a < [ < 2a, also

00 l<a
v(l) = Ueg(l) a<l<2a
0 [ >2a

_ 00 o) 2a 1
— f(s) = / dle™®' f(1) = / dle 5= — / dle‘sz_ﬁvreg(l)+ge‘2“5 ,
0 0 a

speziell mit v,.,(l) = vy. Berechne und diskutiere die thermische Zustands-
gleichung sowie die Wirmekapazitit C), fiir vy = 0 und vy # 0.

13. Virialsatz und Adiabaten der idealen Quantengase
Wir betrachten einige Eigenschaften idealer Quantengase, unabhingig davon, ob es

sich um Bosonen oder Fermionen handelt.

a) Zeige, dass aus den Formeln fiir das gro3kanonische Potential und die Energie

d = —pV = :F% Z In (1 + ze*ﬁeﬁ) ,

- Z %%
2V z—lePer + 1

9(52)

z,V N 8ﬁ

olnZz

E = a0

die Beziehung pV' = gF mit g = £ folgt, wobei d die Raumdimension und
v der Exponent in der Einteilchen-Energie-Impuls-Beziehung €(p) = ~p”
ist. (Hinweis: Benutze die Energie-Impuls-Beziehung und ersetze die Sum-
mation in d Raumdimensionen durch eine Integration gemaB > f(e5) —
Cq [ dpp®= f(p¥). Cy ist ein dimensionsabhingiger Zahlenfaktor.

b) Zeige, dass fiir isentropische Zustandsénderungen eines idealen Quantengases
allgemein die folgenden Adiabatengleichugen gelten:

pT_(H.%) = const, TV9I=const, pV'™ = const.

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



4.11 UBUNGEN

111

Was folgt in d = 3 Raumdimensionen im nichtrelativistischen (v = 2) bzw.

ultrarelativistischen (v = 1) Grenzfall?

14. Das van-der-Waals Gas am kritischen Punkt

Das van-der-Waals Gas ist definiert durch die thermische Zustandsgleichung
(p+%) (v—=0)=kgT v=1/n=V/N, a,b=const>0
v

Der kritische Punkt ist gegeben durch

8a

Ve =3Nb, p.= 622—7()

a
o2’ P

a) Zeige, dass die Zustandsgleichung in den reduzierten GroBen ® = V/V,, 11 =
p/pes T = T[T, geschrieben, die Form

3
(H+@)-(3(I>—1):87'
annimmt. In diesem Sinne sind alle vdW-Gase dhnlich.
b) Berechen die isotherme Kompressibilitét é = —Vg—{} |7, den thermischen
Ausdehnungskoeffizient a = %g—gp sowie die Differenz der spezifischen

Wirmen ¢, — ¢, des vdW-Gases in Abhingigkeit von 7 und .

¢) Wie verhalten sich die in b) berechneten Grofien bei 1" ~ T, auf der kritischen
Isochoren ® = 1?

d) Zeige anhand der Taylorentwicklung von IT an der Stelle ® = 7 = 1, daf}
auf der kritischen Isobaren II = 1 fiir die Teilchendichte n gilt: 1 — 3bn =
(57 (T = To)) 2.

3T,
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5 Thermodynamik

Die Thermodynamik ist eine Theorie, die sich mit Systemen befasst, die stets im Gleich-
gewicht sind. Werden Verinderungen an einem System vorgenommen, dann gehen die
Verdnderungen so langsam vor, dass man stets vom Gleichgewicht sprechen kann. Hier-
bei nehmen wir zunichst ein intiutives Verstdndnis von Begriff Gleichgewicht an. Aus
der Alltagserfahrung wissen wir, dass wir bei makroskopischen Systemen, und nur solche
wollen wir hier betrachten, nur eine begrenzte Anzahl von Parametern benotigen, um den
Zustand zu beschreiben. Solche Parameter sind Druck P oder das Volumen V. Betrachte
etwa das folgende Experiment: Wir bringen in einen Container mit variablem Volumen
ein Gas ein. Wir beobachten, dass nach einiger Zeit sich ein Volumen V' eingestellt hat.
Reicht die Angabe des Volumens, um den Zustand des Gases zu charakterisieren? Was ist
ein System?

Ein thermodynamisches System ist von der Umgebung durch Winde mit besonderen Ei-
genschaften getrennt. Solche Winde erlauben oder verhindern verschiedene Arten von
Wechselwirkungen zwischen dem thermodynamischen System und seiner Umgebung.

Dabei unterscheiden wir

offene Systeme Stoft- und Energieaustausch
geschlossene Systeme Energieaustausch, kein Stoffaustausch
adiabtische Systeme Kein Wirmeaustausch

isoliertes (abgeschlossenes) System  Kein Stoff-, kein Energieaustausch

Weiter sei das System einfach, d.h es ist makroskopisch homogen, isotrop, nicht geladen

und gentigend groB3, so dass Oberflidchen keine Rolle spielen (thermodynamischer Limes).

Wir nehmen weiterhin an, dass es makroskopische Gleichgewichtszustinde gibt, die vollstindig
durch endlich viele Parameter beschrieben werden konnen. Diese Parameter heiflen Zu-
standsgroBen. Ein thermodynamischer Zustand wird durch die Gesamtheit der un-
abhingigen makroskopischen Parameter eines Systems bestimmt, d.h., er wird durch die
Menge aller thermodynamischer Variablen, die fiir die eindeutige Beschreibung des Sys-

tems erforderlich sind, festgelegt. Die Anzahl der Variablen ist dabei oft von der Art des
Systems abhéngig.
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Jeden denkbaren Zustand, der durch dieselben statistischen Werte fiir das Gesamtsystem
beschrieben werden kann - z.B. durch ein- und dieselbe innere Energie, dieselbe Tempe-
ratur oder dieselbe Dichte - nennen wir einen Makrozustand.

In der klassischen Thermodynamik werden nur Gleichgewichtszustinde betrachtet, da
sich nur unter diesen Voraussetzungen sinnvolle thermodynamische Parameter definieren
lassen. D.h., die duBBeren Bedingungen dndern sich so langsam (quasistatisch), dass das
System in jedem Augenblick ndherungsweise im Gleichgewicht ist.

Allerdings sind gerade die Nichtgleichgewichtszustinde von thermodynamischen Zusténde
heute von sehr groBem Interesse. Treten rdumliche oder zeitliche Inhomogenitéten auf,
etwa bei Aeorsolen in der Atmosphidre dann kommt es zu thermodynamischen Nicht-
gleichgewichtszustdnden! Die thermodynamischen Zustandsgroen sind dann orts- und
der zeitsabhéngig.

Spéter werden wir von im Rahmen der Keimbildung und der spinodalen Entmischung mit

den Nichtgleichgewichtszustinden befassen.

5.1 Erstes, zweites und drittes Gesetz

Der Vollstandigkeit halber fiihren wir die Grundpostulate nochmals an.

Axiom 5.1.1 Nullter Hauptsatz der Thermodynamik
Befinden sich die Systeme A und B, sowie B und C' im thermischen Gleichgewicht, so
befinden sich auch die Systeme A und C' im thermischen Gleichgewicht.

Dies beschreibt die Transitivitét des thermischen Gleichgewichtes.

Axiom 5.1.2 Erste Hauptsatz der Thermodynamik
Die Anderung der inneren Energie eines Systems ist gleich der Summe der (in gleichen
Energieeinheiten) von aussen zugefiihrten Wirmemenge und der zugefiihrten Arbeit. Bei

einem Kreisprozess ist die Summe von zugefiihrter Wirme und Arbeit gleich Null.

Wird in einen geschlossenen System (Energieaustausch moglich) Energie in Form von
Wirme oder mechanischer Arbeit zugefiihrt (abgefiihrt), erhoht sich die innere Energie £

des Systems.

By B =AQ+AW (5.1)

wobei A(Q) die zugefiihrte Wiarmemenge und AW die zugefiihrte Arbeit ist. Durchléuft

das System einen Kreisprozess (siche weiter unten), bei dem es am Ende wieder in dem
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gleichen Zustand ist wie am Anfang, muss die innere Energie, die nur von dem augen-
blicklichen Zustand des Systems abhingt, auch wieder die gleiche geworden sein, d.h.
Es = E, also

0=AQ+ AW . (5.2)

In einem Kreisprozess ist die Summe von zugefiihrter Arbeit und Wirmeédnderung gleich
Null.

Die Zustandsgleichung driickt den funktionalen Zusammenhang der Variablen eines
Systems im Gleichgewicht aus. Sie stellt demnach einen funktionale Zusammenhang
zwischen thermodynamischen Zustandsgréfen her. Dabei wihlt man eine der Zustands-
grofen als Zustandsfunktion und die anderen, von ihr abhingigen ZustandsgroBen, als
Zustandsvariablen.

In der Thermodynamik versteht man unter einem reversiblen Prozess einen Prozess, bei
dem das System wieder in den Ausgangszustand zuriickkehren kann, ohne dass in seiner
Umgebung irgendwelche Verdnderungen eingetreten sind. Eine notwendige und hinrei-

chende Bedingung fiir die Reversibilitit ist das thermodynamische Gleichgewicht.

Axiom 5.1.3 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik
Im thermodynamischen Gleichgewicht hat ein System eine moglichst grofse Entropie. Die

Entropie eines abgeschlossenen Systems wird nie von alleine kleiner

Der zweite Hauptsatz definiert irreversible Prozesse. Ein ProzeB3, bei dem die Entropie

zunimmt, kann offenbar geschehen, der Riickwirtsprozef jedoch nicht

Axiom 5.1.4 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik
Bei der Anndherung der Temperatur an den absoluten Nullpunkt (T' = 0) wird die Entro-

pie S unabhdngig von thermodynamischen Parametern.

Die konstante Entropie bei 7" = 0 lésst sich als

S = k?B IDFO (53)

scheiben, wobei kg die Boltzmann-Konstante ist und I'y die Anzahl der moglichen Mikro-
zustidnde im Grundzustand. Man kann dies auch ausdriicken als: Der absolute Nullpunkt

der Temperatur ist unerreichbar (Nernst-Theorem).
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5.2 Legendre Funktionen

Die natiirlichen Variablen der Energie E' sind die Entropie S, das Volumen V' und die
Teilchenzahl N. Zu jeder dieser Variablen gibt es konjugierte Variablen

S — T Temperatur (5.4)
V — P Druck (5.5)
N — u chemisches Potential (5.6)

Experimentell zugédnglich ist im Allgemeinen die Temperatur 7" und nicht die Entropie.
Gibt es eine Moglichkeit einen Tuple von Variablen, etwa (S, V, N) umzuwandlen in
(T, V, N)? Sei allgemein Z eine Zustandsfunktion der Variablen X und Y’

7 =7Z(X)Y) : (5.7)
Dann ist
oz oz
dz = (87)de + (8—Y)Xdy . (5.8)
Sei Z = const dann, folgt
Yy ((’3Z/8X)y
(3—X)Z (8Z/8Y)X zykl. (5.9)
0X _(0Z)0Y)x
<8—Y)Z = 7(8Z/8X) zykl. (5.10)
0X oYy 07
- (7),(2),5), o

Sei nun der Zusammenhang zwischen den GréBen Z, Y und X implizit gegeben

Q(X,Y, Z) = const , (5.12)
dann ergibt sich fiir das Differential
o0 o0 o0
Q= dX + dy + dz . 1
@=(ax),, % (), 7+ (52)., 613
Sei Z,Y und X implizit durch () gegeben und sei weiter Z = const dann folgt

oy C(09/0X)v.z
(#)... -

all by il 7 L 14
aX @), “M 5.14)
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Bevor wir im thermodynamischen Kalkiil fortfahren, wollen wir ein Beispiel der Anwen-

dung dieses Kalkiiles angeben.

Beispiel 5.2.1
Angenommen, wir hitten die folgende Zustandsgleichung gegeben

P=PWV,T) , (5.15)
dann folgt
oP oP
dP = — | dT — | dV . 5.16
(o), (&), 519
Dabei heif3t
oP
=V | == 5.17
= (57), e
die (isotherme) Kompressibilitit und
1 [oV
=—=| = 1
@ T ( 8T)P (5.18)
der thermische Ausdehnungskoeffizient . Es gilt
0X Yy oz
1= = — — 5.19
(), (32), (ax), 519
woraus
oP
(G—T)V = QK7 (5.20)
folgt.

Beim Wechsel von Zustandgroflen handelt es sich mathematisch um die Umsetzung von

einem Koordinatensystem in ein anderes. Betrachte folgendes vollstidndiges Differential

df =) wdz; (5.21)
1=1
mit

af
&ri

f = f('rla ---axn)a U = (522)

Definiere eine neue Funktion g
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g=1~ ) w (5.23)
i=r+1
Dann folgt

dg = df — ) d(u;) (5.24)

i=r+1
= df — (> d(ug)a; + uida; (5.25)

i=r+1

=1 i=r+1

D.h. f war eine Funktion der Variablen z,...,z, und ¢ eine Funktion der Variablen
x1, ..., 2, und der zu x,., ..., r,, konjugierten Variablen w1, ..., u,.

Wir wollen wieder mit einem Beispiel die Anwendung dieser Legendre Transformatio-
nen verdeutlichen.

Beispiel 5.2.2

Wir wollen anstatt S die konjugierte Variable Teinfiihren. Betrachte

F.=FE-TS (5.27)
dann folgt
dFF = dE —-TdS — SdT (5.28)
= TdS — PdV —TdS — SdT (5.29)
= —(SdT + PdV) (5.30)

Die Funktion F' heif3t freie Energie

Als Variationsprinzip hatten wir erkannt, dal bei fester Energie die Entropie minimal und
bei festem .S, die Energie minimal ist. Wir konnen nun feststellen, daf3 bei festem 7" die

freie Energie /' minimal ist.

5.3 Maxwell-Relationen

Wir vervollstindigen den thermodynamischen Kalkiil durch die Maxwell Relationen. Da

Funktionen wie F und S totale Differentiale haben und somit Integrabilitdtsbedingun-
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gen geniigen, folgt fiir thermodynamische Potentiale die ldentitéit der gemischten zweiten

Ableitungen.
Beispiel 5.3.1
0’k 0’E
ovoaS — aSov (5-31)
Es gelten die Maxwell-Relationen
oT ) 8P>
il = (= (5.32)
((’3\/ s s )
oT ) ( ov )
il = (= (5.33)
(8P s oS ) p
oS ) ( opP )
— = | == (5.34)
(8V T or ),
a8 ) ( oV )
— (= = (= (5.35)
(o), - (7),

5.4 Zur Temperatur

Das Axiom 3 der Thermodynamik lésst sich auch als Variationsprinzip formulieren

Bei konstanter Energie ist die Entropie maximal:

(6S)r <0 . (5.36)

Angenommen wir hiitten zwei Korper A und B, die jeweils die Energien £ und EZ bzw.
die Entropien S# und S® haben. Beide Korper werden in Kontakt gebracht. Nach eini-
ger Zeit wird sich ein Gleichgewicht einstellen. Welche Temperaturen haben die beiden
Systeme dann?

Nehmen wir an, dass zu Anfang T4 # TP ist. Zunichst muss die Anderung der Entropie
positiv sein: AS > 0

ASA + ASB >0 (5.37)
und
6SA> 0SB
= AEH(——)AH%% . (5.38)
<8EA . OEB ),

Wegen AE4 = —AE?B, folgt
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1 1 A
(ﬁ — ﬁ) AE” >0 . (5.39)
Nehmen wir an, dass 74 > T zu Anfang, dann muss AE4 < 0und falls T4 < T5B,
dann AE4 > 0. Demnach flieBt die Energie stets von einem warmen Korper zu einem
kalten.

Fiir die Gesamtenergie gilt £ = E“ + EP und weiter

(0°S)p<0 . (5.40)
Da E = const, folgt
AFE4 = —AFE? (5.41)
und S extensiv. Da 0 E > 0, folgt
TA=T8 . (5.42)

Befassen wir uns nochmals mit der Wirme

dW =dE + PdV (5.43)

und nehmen wir an, dass die Energie eine Funktion der Variablen 7" und V" ist. Damit

) )
dW =|—=— ) dT — PldV . 44
w=(a7), 7+ (), + 7| o4
Bei konstantem Volumen folgt
) aw
=) === 5.45
(5r), = 549
Andererseits sei V' = V(T P), dann
oV ov
av == — 5.46
(57),+ (57), 40

und weiter

sH
S
Il
—
TS
Q
SIS
N—————
<
+

o ov
(or), + 7] (5 o o9

ov
} (8—P)po . (5.48)

|

_I_
—N
N
Q| Q©
SIS
N——
S

+
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Also bei konstantem Druck

(), ((2), (),

Die Wirmezufuhr pro Temperatureinheit hei3t Warmekapazitit

OF
Cv = (éf)v

v = (o), + (&), ] ().
or=cv+((7), ] (57),

(av), =r=crmen(),

Aus E = E(V,T) folgt dann weiter fiir die Warme

Es folgt

und

dW = CydT + (Cp — Cy) <§—§) av
P

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt:

(52E)S,V,N >0

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Falls (°F)syn = 0, dann ist die Stabilitéit nur durch die Terme hoherer Ordnung zu

bestimmen. Wenn
(52E)S,V,W <0 ,
dann ist ein System intrinsisch instabil.

Satz 5.4.1 Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt:

@) Oy >0
(i)  Cp>0
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Korollar 5.4.1
CP > CV

Beweis:

0S=0=40651+05
5‘/1:5‘/2:0, (5N1:5N2:0

(52E = (52E1) + ((5E2)
1 (O°E , 1/[0E ,
= 2 (w)w (57 3 (w)w (652)

62E) (aT) T
59, = —69,, |— — == -
! 2 (352 VN 05 ) vy  Cv

1 Tt T2
= (52E)S,V,N = 5(531)2 [@+C—a}

1 11
= (08T {F + @} >0
— |4 \4

=0 >0

Satz 5.4.2 (i) Die Gibbs freie Energie G(T,P) = E — TS + PV(—uN) ist eine

konkave Funktion der Temperatur und eine konkave Funktion des Drucks.

(ii) Die Helmholtz freie Energie F(T,V) = E — TS ist eine konkave Funktion der

Temperatur und eine konvexe Funktion des Volumens.

g__(9G\ __(oF
- \or), \or),
PN (08 _ 1
orz), or), T

Cp
<L
>0
(82F) B (85) B 10
o172 ), aT ), T\;—/

Beweis:
1.

| /\

| /\
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= @, F konkave Funktionen von 7T'.

2.
82G) <8V)
— = —| == =-VKr<0
<8P2 . oP ), T
2
ov?2 T ov T VKr —

= (G ist eine konkave Funktion des Drucks, F' ist eine konvexe Funktion des Volumens.
Esgilt: G=F+ PV.

5.5 Kreisprozesse, Warmekraftmaschinen

Bei einem Kreisprozess durchliuft ein thermodynamisches System verschiedene Zustinde
und kommt schlieBlich zum Anfangszustand wieder zuriick.
Wir wollen nun einige spezielle Prozesse untersuchen, zunéichst den Carnot-Prozess. Der

Carnotsche Kreisprozess durchlduft vier Zustandsédnderungen:

e Isotherme Expansion (A — B)
e Adiabatische Expansion (B — C)
e Isotherme Kompression (C' — D)

e Adiabatische Kompression (D — A)

Arbeitsmedium ist ein ideales Gas. Isothermen in einem p — V' Diagramm erhilt man aus
der Zustandsgleichung (4.106)
pV = kgTN. (5.55)

Bei festem /N und einer Temperatur 7" ist also

1
p(V.T) = ksTN. (5.56)

Die Adiabaten erhilt man aus dem Ausdruck fiir die Entropie (4.103)

—kpd 2l =42 N 5.57
5 B{2n2wh2+nN+2} 67

durch Elimination der Temperatur mit Hilfe der Zustandsgleichung (5.55)

p(S, V)~V (5.58)
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Der gesamte Carnot-Prozess benutzt zwei Isothermen (A — B) mit Temperatur 73 und
(C' — D) mit T5. Die Stiicke (B — C') und (D — A) sind Adiabaten.

Die innere Energie ist unverdandert nach dem Prozess (erster Hauptsatz)

AU = AW(AHB) + AW(BHc) -+ AW(CHA) + AW(DHA) +Q1+Q2=0 . (5.59)

Der erste Teil ist die vom System gewonnene Arbeit. Der zweite Teil ist die zugefiihrte
Wirmemenge.
Fiir die Arbeit erhalten wir

AW =01 — Q> . (5.60)

Den Wirkungsgrad definieren wir als

AW
- %0

Der Wirkungsgrad stellt eine theoretische obere Grenze dar, die nur bei hinreichend lang-

7 (5.61)

sam (quasistatisch, reversibel) arbeitenden Maschinen erreicht wird.

Der Wirkungsgrad beim Carnot-Prozess ist

N = _AA% (5.62)
— % (5.63)
_ 1_% (5.64)
_ 1_% (5.65)

also der maximal mogliche. Technisch spielt dieser Prozess keine Rolle, da er schwierig
ohne zusitzliche Verluste realisierbar ist (groe Volumenédnderungen notwendig).

Als technisch wichtigen Prozess betrachten wir den Clausius-Rankine-Prozess, besser als
Dampfmaschine bekannt. Hier werden als Arbeitsmedium Wasser und Wasserdampf be-
nutzt. Von A — B wird Wasser verdampft, von B — (' iiber einen Kolben oder eine
Turbine entspannt, von C' — D kondensiert (Wéarmeabgabe) und von D — A aufgeheizt
und gleichzeitig von p, auf p; gebracht. Auf dem Weg B — C wird Wasser in Form
von Tropfchen auskondensiert. Dies wiirde jedoch zur Zerstoérung von Kolben oder Tur-
binen fiihren. Deshalb benutzt man iiberhitzten Dampf (B — B’ — ¢’ — ('), wobei

mehrstufige Prozesse einen besseren Wirkungsgrad ergeben.
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Obwohl dieser Prozess irreversible Zustandsinderungen benutzt (D — A und B —
B’) und sein theoretischer Wirkungsgrad kleiner ist als der einer Carnot-Maschine, er-
reicht man in der Praxis bessere Wirkungsgrade, da die zusitzlichen Reibungsverlus-
te kleiner sind. Realistische Werte fiir den Wirkungsgrad eines Dampfkraftwerkes sind
n = .3--- .4. Eine Carnot-Maschine hitte bei vergleichbaren Verhiltnissen (7, =
700°K, T, = 300°K) einen theoretischen Wirkungsgrad n = .54.

Durchlduft man den Zyklus einer Wirmekraftmaschine in umgekehrter Richtung, erhilt
man eine Wiarmepumpe (Kiltemaschine). Hier ist AA > 0, und dem Reservoir auf der
niederen Temperatur 75 wird Warme entzogen und auf die hohere Temperatur 77 ge-
pumpt. Durch eine Kopplung von Wirmekraftmaschine und Wirmepumpe kann man
beispielsweise effektiver heizen. Benutzt man ein Kraftwerk zur Stromerzeugung und
heizt elektrisch, hat man einen Wirkungsgrad 77 = Nkraftwerk =~ .32. Benutzt man eine

Wirmepumpe, um Wirme von der Temperatur 73 auf 75 zu pumpen, ist

Q> _ Qs

Q=Qs+A T, T, (5.66)
Aus einer Wirmemenge (), die dem Kraftwerk zugefiihrt wird, erhilt man also eine
Wirmemenge
0y = Ty A — MKraftwerk 0. (5.67)
T2 - T3 TIPumpe

Damit lassen sich Gesamtwirkungsgrade 1 > 1 technisch realisieren.

Wirmepumpen kann man auch ganz ohne bewegliche Teile konstruieren. Ein Beispiel
sind Kiihlschrinke, die mittels Gasheizung betrieben werden. Sie benutzen beispielswei-
se Ammoniak ( NHj) als Dampf, in fliissiger Form und Ammoniak-Wasser-Losungen
(Absorberkiihlschrank). Im Kocher (Austreiber) A wird NHj aus einer NH3-H,O-Losung
bei einer hohen Temperatur 77 verdampft. Im Verfliissiger B wird es wieder konden-
siert und gibt Wiarme ab. Da der Dampf hier mit reinem fliissigem NHj3 koexistiert, ist
T, < Ti.Im Verdampfer C' wird es wieder verdampft und nimmt Wiarme auf. Hier, wie
auch im Absorber D, existiert ein Gemisch aus NHs-Dampf und einem anderen Gas, bei-
spielsweise Hy. Dadurch ist bei gleichem Gesamtdruck p der Partialdruck p’ von NH; um
den Partialdruck p des Gases vermindert, also p = p’ + p, und damit ist 73 < T5. Der
NH;3-Dampf wird schlieBlich im Absorber D unter Wirmeabgabe bei einer Temperatur
T, > T3 wieder kondensiert. Durch Abdampfen von NH3 im Kocher A erniedrigt sich die
Konzentration des Ammoniaks von c¢p auf c4, im Absorber D wird durch Kondensation
die Konzentration wieder von c4 auf c¢p > /4 gebracht. Diese beiden GefiBe sind durch
Leitungen fiir die Losungen mit Konzentrationen c4 und cp verbunden.

Die Temperatur 77 wird durch Heizen erreicht und hier wird Wéarme zugefiihrt. Im Ver-

fliissiger B und im Absorber D wird bei Umgebungstemperatur 75 Wirme abgegeben.
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Die Kiihlleistung wird im Verdampfer C' erbracht. Dort wird Wirme bei einer tieferen
Temperatur 75 vom System aufgenommen.

Wirmepumpen nach dem Absorber-Prinzip konnten auch fiir Verbrennungskraftwerke
vorteilhaft sein um die Temperaturdifferenz zwischen Verbrennung (1500 ° C) und Dampf-

maschine (500 ° C) zu nutzen und damit den Wirkungsgrad zu verbessern.

BEISPIEL 5.0 (Kreisprozess)

Der Kreisprozess

MAPLE 5.5.1
restart;
with(plots);
adiabat:= paxVa~(5/3)= pb*Vb~(5/3);
isotherm:=pa*Va = pbx*Vb;
idealgas:=pa*Va = 831/100%T;

pl:=2.5%10"5; V1:=0.0226; V2:=0.05; V3:=0.07;
startpV:={pa=p1,Va=V1};
T1:=solve(subs(startpV,idealgas),T);

p2:= solve(subs(pa=pl,Va=V1,Vb=V2,isotherm) ,pb);
p3:=solve(subs(pa=p2,Va=0.05,Vb=V3,adiabat) ,pb);
sol:=solve({subs(pa=p3,Va=V3,isotherm) ,subs(pa=pl,Va=V1,adiabat)},{pb,Vb});
assign(sol);

p4:=pb; V4:=Vb;

p_adiabat :=p0*(V0/V) " (5/3) ;

p_isothermal:=p0*V0/V;

plot12:=plot (subs(p0=p1,V0=V1,p_isothermal) ,V=V1..V2):
work12:=int (subs(p0=p1,V0=V1,p_isothermal) ,V=V1..V2);
plot23:=plot (subs(p0=p2,V0=V2,p_adiabat),V=V2..V3):
work23:=int (subs (p0=p2,V0=V2,p_adiabat) ,V=V2..V3);
display({plot12,plot23});

plot34:=plot (subs(p0=p3,V0=V3,p_isothermal) ,V=V3..V4):
work34:=int (subs (p0=p3,V0=V3,p_isothermal) ,V=V3..V4);
display({plot12,plot23,plot34});

plot4l:=plot (subs(pO=p4,V0=V4,p_adiabat),V=V4..V1):
work41:=int (subs (p0=p4,V0=V4,p_adiabat) ,V=V4..V1);
display({plot12,plot23,plot34,plotdl});

work:=workl2+work23+work34+work41l;

YV V V V V ¥V ¥V ¥V V ¥V VM ¥V VV vV VvV vV vV V V V V V V V V V V
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Abbildung 5.1: Kreisprozess 1

> T2:=solve(subs(pa=p3,Va=V3,idealgas),T);
> 1-T2/T1; Effizienz
> work/workl2;

5.6 Zusammenhang zwischen makroskopischen und

mikroskopischen GréBen

Energie
Es gilt

(E) = SNKT +(U).

Da die gesamte potentielle Energie eines beliebig gewihlten zentralen Atoms
U(r) — pg(r) dmrdr

ist, folgt

Druck
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Abbildung 5.2: Kreisprozess 2
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Abbildung 5.3: Kreisprozess 3
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Betrachte eine Fldche S in einer Fliissigkeit oder einem Gas.

Wir wollen die Kraft pro Fldcheneinheit auf diese Flidche S berechnen. Es gibt zwei Kom-
ponenten dieser Kraft: Impulsiibertrag px und den Beitrag der Atomkrifte py;.
Es gilt:

pr = pkpT.

Die Kraft, die ein Atom am Punkt P im Abstand = von S auf ein Atom am Punkt P’ auf

der anderen Seite ausiibt, ist —U’(r) = _dU0) e Komponente, die normal zu S ist, ist

dr
=U'(r)h/r.
Die mittlere Zahl der Atome im Ring mit Radius R, dessen Werte zwischen Rund R+dR
und h zwischen h und h + dh liegen, ist

pg(r)2r RdR dh.

Die Normalkraft, die durch ein Atom bei P ausgeiibt wird, ist also
.. h
—U'(r)=pg(r)RdR dh.
r
Variablenwechsel: R — r [r?+h?=R? rdr = RdR

= =27pU'(r)y(r)hdrdh.
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Die Normalkraft, die auf die Atome der gegeniiberliegenden Seite ausgeiibt wird, ist

r)dr dh dr.

—27pi(z) : / / U (r

Fiir die Atome innerhalb eines Zylinders

Es gilt

pu = —27Tp2/ i(x)dx
0

= P = puvtpu
2 < dU
p = p— P / r (T)g(r,p,T)élﬂrzdr.

PV _,
or ~Y*
1
E«—(E) = =Y N(E)Ee"? PE)=-e?F
< (E) Z e, P(E) = —e
pe(p) = ZEP

dP=1 = dP=0
J

=Y " EidP;+ ddE;
J J

lgP(E;) = —lgz — BE;
E; = —%(lyzHij(Ej))

dE) = —— Z

= Z lgz + lyP(E;)dP; + Y P(E}) (%) dv.

J J

(lyz + lyP(E;))dP; + > P(E;)dE;
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1
d> PilgP;) = lgPdP; + ZdePjﬁ
j j j J

N————
=0

= —%d(Zleij) = d(E)+ (p)dV

= dE + PdV
= +471dS
d.h.
1
TdS = —Bd(z PilyP;)
G:=— Z P;lyP;
J
= dS= ! dG
= 771G
dS ist ein vollstiandiges Differential, also auch ﬁdeG.
D.h.
1
5—T = ¢(G)

dS < ¢(G)dG =df(G), f(G) = /gp(G)dG.
Daraus folgt
S — f(G)+c

und c unabhéngig von 3, V., H = const.
0.B.d.B. ¢ = 0, da Entropie nie absolut, sondern nur als Differenz (Entropie-Differenz)

zwischen zwei Zustinden, etwa Ty, T zu verstehen ist. AS
= S f(Q).
Nun muss die Entropie additiv sein:

Sip =S4+ Sk
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Ensemble von [A, B] Systemen
A|B B

A
B
A
B

B
A
B

> | = | >
> | = | >

ﬁJA Ln4 va ‘/B
EAEA,. .

n' Anzahl der Systeme im Ensemble im Zustand E*.

Yout =N,y uP=N
J J

Y (w'E! +nlEP) = E,
J

3 Gleichungen ag,ap, 3 (Lagrange-Parameter)

B
e~ PEL ¢=PE;

Pj = = PiAPJB
ZAZB
Gap = — Z Pijly Py
1,J
= —> PAPP(lyP! +1yPP)

ij

= =) (PP PP + (PPlyPP) P

ij

- Z PiAlijA N Z PJBlyPJB

J

- (;A_%(;B-

Wegen Sap = Sa + Sa, muss f(Gag) = f(Ga) + f(GB).

flx+y)= f(z)+ f(y), d.h. f muss eine Linearform sein, d.h.

flz) = ka
S — f(G) = kG
= —-kjg:}ZJg}?
G
ﬁingo(G) - N9y,

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



5.7 UBERPRUFEN SIE THR WISSEN 133

5.7 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

e Wodurch ist eine homogene Funktion des Grades « definiert? Geben Sie ein Bei-

spiel an.

5.8 Ubungen

1. Zeigen Sie mit Hilfe von Maple:

e Das Differential
uax:=(x,y)—>-y/(x"2+y~2) : uay:=(x,y)->x/(x"2+y~2):

ist exakt.

e Das Differential

ubx:=(x,y)—>(y-x"2): uby:=(x,y)->(x+y~2);

ist exakt.

e Thermodynamische Relationen
Zeige (fiir feste Teilchenzahl N):

or 1 op em| op
(9) ovVle Oy (p T(?T v)’ (i) dp T_VKT(p T@T V)’

iy QLS gy 2y 0S5y O G
op, V) orls oV oT ls  aVT’

Gebe fiir alle o0.g. Relationen, auB3er (iii), Prozesse an, fiir welche die jeweili-

)
p

gen Relationen anwendbar sind. Was besagt (iii) geometrisch iiber die beiden

Darstellungen eines Kreisprozesses im p, V- bzw. T', S-Diagramm?

o Wirmeaustausch
Ein thermodynamisches System S ist im Gleichgewicht bei der Temperatur
T,. Es wird in Wirmekontakt gebracht mit einer Umgebung U, die, fiir sich
genommen, den Gleichgewichtszustand bei der Temperatur 7, # T erreicht
hat. Das Gesamtsystem S + U ist zundchst offenbar nicht im thermodynami-

schen Gleichgewicht. Der Warmekontakt ermoglicht einen Energieaustausch
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bei festen Werten der Teilvolumina und Teilchenzahlen von System und Um-
gebung.

Finde aus dem Prinzip des Anwachsens der Gesamtentropie, 05s +u > 0,
ob Energie (=Wirme) vom System S in die Umgebung U oder in umgekehrte
Richtung fliet. Beriicksichtige dabei auch negative Temperaturen von System

und Umgebung.

Carnot-Prozess mit Lichtquanten

Aus klassisch-elektrodynamischen Uberlegungen kann man schliefen, dass
beim Lichtquantengas der Druck und die Energiedichte durch F/V = 3p
verkniipft sind. Die Extensivitit von & wird durch £ o« V (bei festem 7T)

ausgedriickt. Daraus folgt p = é—iT4 (0 und ¢ sind Konstanten).

Betrachte den Carnot-Prozess mit einem Photonengas als Arbeitssubstanz.
Stelle den Prozess im p; V- und 7'; S -Diagramm dar. Berechne die aufge-
nommene und abgegebene Arbeit in Abhéngigkeit von den Variablen 7" und
V' . Wie grof} ist der Wirkungsgrad?

2. van-der-Waals Gas

Durch eine Druckerhohung und eine Verringerung des Volumens kann man die Zu-

standsgleichung pV' = nRT des idealen Gases weiter einem realen Gas anpassen.

Man erhilt so die van-der-Waals’sche Zustandsgleichung:

a)

b)

c)

PV =nRT & {p ta (%)2] [V — nb] = nRT (5.68)
Wie édndert sich die innere Energie eines idealen Gases, wenn man statt ei-
nes idealen Gases ein van-der-Waals Gas betrachtet, in dem die Gaspartikel
wechselwirken? Berechnen Sie aus ihrem Resultat fiir U den Binnendruck
= (g_g)T'

In einem Tank mit einem Volumen von VV=1001 befinden sich 5 mol Argon
bei Zimmertemperatur (20C). Berechnen Sie die innere Energie des Gases mit
und ohne van-der-Waals Korrektur. Wie groB ist der relative Fehler? Welcher
Druck herrscht in dem Behilter und welchen Druck iibt das Gas durch die
attraktiven Wechselwirkungen auf sich selbst aus? Welche Ergebnisse erhilt

man, wenn man statt Argon Wasserstoff verwendet? Hinweis: a4, = 136
kPade’ bAr —0.032 dm3 ap, = 25 kPade’ bH2 — 0.027 dm?®

mol? mol ’ mol? mol *

Wenn man die Zustandsgleichung in den dimensionslosen Grofen 7 = T'/T..,

v = V/V.und m = p/p,. schreibt, ist es moglich, die Konstanten a und b zu
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eliminieren. Driicken Sie hierzu zunichst ¢ und b durch 7T, und V, aus und

verwenden Sie die Resultate aus der Vorlesung.

3. Zusammenhang zwischen den Wirmekapazititen
Gehen Sie von der Definition der spezifischen Wirmekapazitit c, bei konstantem

Druck aus, um die folgende Beziehung zwischen den Wirmekapazititen zu zeigen:

op ! dp 2
c,=cy — T (—) (— i (5.69)
P ov ), \oT ),
Benutzen Sie dazu die Maxwell-Relationen. Zeigen Sie weiter, dass immer ¢, > cy

gilt und erkldren Sie diese Tatsache.

4. Guggenheim-Schema / thermodynamisches Quadrat
Machen Sie sich mit der Funktionsweise des unten abgebildeten Guggenheim-Schemas
vertraut und achten Sie bei der Beantwortung der folgenden Fragen besonders auf

die Vorzeichen.

S EV
- H F 4+ (5.70)
p G T

a) Wie liest man aus dem Guggenheim-Schema die natiirlichen Variablen der
inneren Energie £ (oder U'), der Enthalpie H, der freien Energie F' (oder
Helmholtz-Energie A') und der freien Enthalpie .J (oder Gibbs-Energie G)
ab?

b) Wie liest man aus dem Guggenheim-Schema und ersten partiellen Ableitun-

gen der GroBen aus Teil a) ab? Wie lauten diese acht Relationen?

¢) Wie erhilt man aus dem Guggenheim-Schema die Maxwell-Gleichungen und

wie lauten diese?

Hinweis: Man kann sich das Schema mit dem folgenden Satz merken: Gute Physiker haben
stets eine Vorliebe fiir Thermodynamik. Dazu muss man das Quadrat von G aus im Uhr-
zeigersinn durchlaufen.

L entspricht der IUPAC-Empfehlung
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6 Klassische N-Spin Systeme

6.1 Das Ising-Modell

Wichtige Begriffe

Ferromagnetimus (ferro-magnetism), Antiferromagnetismus (anti-ferro-magnetism) ndéichs-
te Nachbar Ising Modell (nearest-neigbour Ising model), Austauschwechselwirkung (ex-
change coupling), Molekularfeld-Theorie (mean field approximation) Transfermatrixmaetho-

de (transfer matrix method) Selbst-Konsitenz-Bedingung (self-consistency condition)

Das Ising-Modell ist ebenso wie das Modell der harten Scheiben ein Modell mit einer
enormen Vielfalt von physikalischen Phinomenen. Das Ising-Modell ist zunichst ein
Modell fiir den Ferromagnetismus, bzw. fiir den Anti-Ferromagnetismus. Dariiber hin-
aus werden wir sehen, dal wir allgemein Phaseniiberginge an diesem Modell studieren
konnen, unabhingig von der magnetischen Interpretation. Hierbei wird es moglich sein
Phaseniibergéinge der ersten und der zweiten Ordnung zu studieren. Mehr noch. Dariiber
hinaus gibt dieses Modell, zusammen mit der Monte Carlo Methode die Moglichkeit
auch Nicht-Gleichgewichtsphinomene wie etwa die Keimbildung oder spinodale Entmi-
schung zu studieren.

Das Ising-Modell besteht aus einer Anzahl von Spins, die wir mit s; bezeichnen wollen.
Jeder der NV Spins kann den Wert =1 annehmen. Die Spins sitzen an den Knotenpunkten
eines Gitters. Das Gitter kann ein einfach quadratisches, einfach kubisches etc. sein oder
auch ein Dreiecksgitter. Das generische Gitter bezeichnen wir mit A. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns hier auf das zwei- bzw. drei-dimensionale Gitter A = L¢,
d = 2, 3. Die Hamiltonfunktion des Ising-Modells lautet

H=-J Z sis; .8 = =£1 . (6.1)

<i,5>
Hierbei bedeutet das Symbol < . >, das die Summe nur iiber ndchsten Nachbarn auf dem
Gitter zu nehmen ist. Dies ist angedeutet in Abbildung 6.1. Die Austauschwechselwir-
kung (engl. exchange coupling) mit den Nachbarn wird durch den Betrag der Kopplung
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Abbildung 6.1: Zwei-dimensionales Ising Modell. Angedeutet sind die néchsten Nach-

barwechselwirkungen mit der Austauschwechselwirkung J

J und dem Vorzeichen bestimmit.

Nehmen wir an, dass .J positiv ist und weiter, dass die Temperatur sehr niedrig, bzw. Null
ist. In diesem Fall ist die freie Energie F' gleich der Energie F, daja FF = E —TS.
AuBerdem wird bei fester Temperatur die freie Energie minimal. Bei tiefer Temperatur
bedeutet dies, dass der entropische Anteil an der freien Energie vernachlidssigt werden
kann. Wir miissen deshalb nach solchen Spin-Konfigurationen suchen, die die Energie,
also die Hamiltonfunktion, minimieren. Diese Konfigurationen sind bei einem positiven
J solche, die entweder fast alle Spins nach oben (+1) oder fast alle nach unten (—1)
aufweisen. Der Grundzustand (engl. ground state) des Ising-Modells ist entartet.

Im Falle eines negative J’s sind es gerade die Konfigurationen, in denen die Spins anti-
parallel stehen, die die Energie minimieren. Hier liegt jedoch ebenfalls eine up - down
Symmetrie vor.

Betrachten wir den anderen Grenzfall einer beliebig hohen Temperatur. In diesem Limes
spielt die Kopplung zwischen den Spins keine Rolle mehr. Es iliberwiegt der entropische
Anteil an der freien Energie. Die Ordnung in den Konfigurationen geht verloren. Wenn die
gesamte Konfiguration ungeordnet ist, dann stehen etwa ebenso viele Spins nach oben wie
nach unten. Wir fiihren nun die Magnetisierung des Ising-Modells und anderer Groflen
ein.

Sei s = (s1, ..., siy) eine Spin-Konfiguration. Wir definieren die Magnetisierung als

N

1 M
m:NZsi:F (6.2)

i=1

und die Energie als
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1 E
e=—J Z 5i8; = —— (6.3)
Im Allgemeinen sind wir an Observablen interessiert, die sich als Erwartungswerte

2 Als)e
e (6.4)

darstellen. Z.B. ist A ein Produkt aus Spin-Operatoren, welches die Spin-Spin-Korrelation

< A>=

misst. Eine solche Grofie kann die langreichweitige Ordnung von einer ungeordneten Pha-

se unterscheiden:

m? geordnete Phase g
< 885 >= wobeili — j| — o0

0  ungeordnete Phase

In zwei Dimensionen wurde das Ising-Modell ohne Magnetfeld von Onsager analytisch
gelost. Das drei-dimensionale Ising-Modell konnte bis jetzt nicht analytisch gelost wer-

den, ebenso wie der Fall des Modells in einem Magnetfeld

N
H=—-J Z SiSj — ,LLBHZSi , 8 = 1 , (6.5)
<iyj> i=1
wobei pp das magnetische Moment eines Spins ist. Im kanonischen Ensemble miissen

wir die Zustandsumme

Z=Y e (6.6)
{s}
ausrechnen. Wir betrachten nun zunichst eine etwas andere Darstellung des Modells. Wir
schreiben
mN=M=> S=Ns—Np | 6.7)
wobei
N4y : #der T Spins
Np : Fder | Spins
N = Njp+ Np
Damit
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H=—pupH(Nas— Np)+ J(Nap — Naa — Npp) ) (6.8)
wobei
Nap = # |7
Naa = # 1
Npg + # || )
mit

2Naa+Nap = qNg
2Npp+ Nap = qNp

Insgesamt also

1
H=—3qNJ +2Nap] — (2Na— N)usH (6.9)

wobei g die Anzahl der nachsten Nachbarn auf dem Gitter ist (Koordinationszahl des Git-
ters). (engl. coordination number) g(N; N4, Nap) sei die Gesamtzahl der Moglichkeiten
bei festem N, N4 Spins auf das Gitter zu platzieren, so dass genau N 4 g antiparallele Paa-

re entstehen. Jede dieser Konfigurationen hat dieselbe Energie und mit den Abkiirzungen

y = BB 5 — ¢72I6 (6.10)
ergibt sich fiir die Zustandssumme
7 = yzNyaaN > g(N; Ny, Nag)y™azNae . (6.11)
iVAJVAB B
—Ax(0:2)

Also fiir z = 1, d.h., in der Hochtemperatur 7" = oo konnten wir das Problem direkt
I6sen:

N!

N; Ny, N = 12
Zg( i Na, Nag) NA(N — Nyl (6.12)
Nag

Fiir Temperaturen 0 < 7' < oo miissen wir zu Approximationen greifen. Hierzu verfol-
gen wir zunéchst die Idee, Vg durch den Mittelwert zu ersetzen. Dies fiihrt uns zu der
sogenannten Molekularfeld-Theorie (engl. mean field approximation).

Betrachte einen Spin s; und nehmen wir an, dass < s; >= m:
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1
Z Z s;e P = m (6.13)

Dies ist eine Selbstkonsistenzbedingung (wir erwarten, wenn die Nachbarn Spin den Wert
m annehmen, dann auch der Spin selbst diesen Wert annimmt). Wir ersetzen also die Sum-
me iiber Spinkonfigurationen durch eine Summe iiber einen einzelnen Spin. Die Energie
fiir den Fall s; = +1 ist g/K'm und fiir s; = —1 haben wir —g K m, wobei ¢ die Anzahl der
Nachbarn ist (Koordinationszahl) und K = (3.J. Also

qum _ e—qu

< 8§ >= = tanh(¢Km) . (6.14)

qum + equm

Damit

m =< s; >= tanh(¢Km) (6.15)

eine implizite transzendente Gleichung fiir die Magnetisierung als Funktion der Tempe-
ratur (und der Reichweite der Wechselwirkung (engl. interaction range)).

Diskutieren wir die Fille

e ¢K < 1: Die einzige Losung ist m = 0 (vgl. Abbildung 6.2).

e ¢/ > 1: Hier gibt es drei Losungen m = 0, m = £mg, < 1. Aufgrund der
Symmetrieiiberlegungen kommen nur die Losungen m = £mg,, < 1 in Frage.
m = ( muss instabil sein (vgl. Abbildung 6.3).

Damit kénnen wir zumindest qualitativ das Phasendiagramm des Ising-Modells berech-
nen.

Fiigen wir nun ein Magnetfeld hinzu, dann modifiziert sich Gleichung (6.15)

m =< s; >= tanh(¢K'm + H) : (6.16)

Etwas mehr Einsicht erlangen wir, wenn wir uns das ein-dimensionale Ising Modell anse-
hen. Dieses konnen wir exakt 16sen. Hierzu benutzen wir die Transfermatrix-Methode,
die auch auf hohere Dimensionen und andere Probleme anwenden konnen.

Die Zustandssumme fiir ein System aus einem Spin im Magnetfeld /1 ist

7y =Pt 4 e=BH (6.17)

und fiir zwei Spins
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Molekularfeld ‘Ising ‘Modell"Fall'gK <"1

LI B e e e e e
0,5 1 1,5

o

Abbildung 6.2: Molekularfeldlésung zum Ising-Model fiir den Fall, dass die Wechsel-

wirkungsstike kleiner als 1 ist

Molekularfeld “Ising ‘Modell*Fall’gK">"1

LI B e e e e e
05 1 1,5

Abbildung 6.3: Molekularfeldlésung zum Ising-Model fiir den Fall, dass die Wechsel-

wirkungsstike grofer als 1 ist
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Zy = 2PHHK 4 9p=K | K-20H (6.18)
Zy = ZV+7zi (6.19)

ZT K+8H —K+8H BH
2l - efo H ‘ K—BH i H (6.20)
Zy e K-PH K= e P
et
= T v (6.21)

(2
=T ( 71 ) : (6.22)

Wir wollen dies interpretieren: Neue Terme in der Zustandssumme fiir Z ; werden er-

wobel

zeugt, indem ein Spin, mit einer Energieabhédngigkeit bzgl. des letzten Spins der vorheri-
gen N — 1 hinzugefiigt wird. Das obere linke Matrixelement korrespondiert mit Spin up
und vorherigem Spin up. Das obere rechte Matrixelement korrespondiert mit Spin up und
vorherigem Spin down etc. Allgemein erhalten wir fiir die Spin-Kette

ZJTV _ N-1 et
(Z}v> - T on . (6.23)

Im Limes N — oo dominiert in dieser Iteration der grofte Eigenwert A\;und Eigenverktor
der Transfermatrix 7. Wegen F' = —k'I'In Z folgt

Fr~—kTln), . (6.24)

Die Eigenwerte sind

Mg = e lcosh(ﬁH) + \/sinhQ(ﬁH) + 4K (6.25)
Betrachten wir den Fall H = 0, dann erhalten wir

F ~ —kTNIn(2cosh K) . (6.26)

Eine Analyse dieses Resultats zeigt nun, dass das ein-dimensionale Ising Modell keine

geordnete Phase aufweist. Betrachte hierzu einen Spin, den wir drehen wollen. Fiir ein
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System von L Spins gibt es etwa L Zustdnde, die eine Grenzflache mit einem Spin down
und einem Spin up haben. Der Entropiezuwachs ist log L, wihrend Energiekosten fiir
einen Spin-Flip 2./ ist. Also ist die Differenz der freien Energie zwischen dem geordneten
und dem Zustand mit einem gebrochenen Bond

AF =2J—-TInL <0 , (6.27)
d.h., der ungeordnete Zustand wird favorisiert, unabhiingig von der Temperatur.

BEISPIEL 6.0 (Transfermatrixmethode)

Wir wollen die oben berechnete freie Energie nochmals berechnen, um spiter die Korre-

lationsfunktionen exakt ausrechnen zu konnen (fiir den Fall / = 0). Hierzu bendtigen

wir die Transformationsmatrix S, die

el e K
T = 6.28
(e_K & ) (6.28)
diagonalisiert
K | K
B [ et +e 0
T = S < 0 eK—eK)S (6.29)

o UV2 V2
s _5_<1/\/§ 1/\@) . (6.30)

Mit diesem Resultat konnen wir die Zustandsumme und damit die freie Energie

2 2
Zy = (1,1)TN ! ( 1 > => (TN ;=Y S5'DN's (6.31)

ij=1 ij=1

mit
K -K 0
D — (e 7;‘3 eK—6K> (6.32)
2 cosh K)N—1 0
pvr — (¢ 6.33
( 0 (2sinh K)N-1 ) (633)

Um Z zu berechnen, brauchen wir also M = S~'DN-1S:
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2

1 { (2cosh K)V=! + (2sinh K)¥~1 (2cosh K)V~! — (2sinh K)V~!
(2cosh K)V=1 — (2sinh K)V~=!  (2cosh K)V~! + (2sinh K)V~!

(6.34)

Folglich erhalten wir

Zn =2(2cosh K)N=t . (6.35)

Kommen wir noch einmal auf die Molekularfeld-Theorie zuriick und betrachten diese nun
fiir den ein-dimensionalen Fall. Die zugrunde liegende Idee ist, aus dem Mehr-Korper-
Problem ein Ein-K&rper-Problem zu machen.

Die Kraft, die die benachbarten Teilchen auf ein Teilchen ausiibt, erzeugt ein Feld zusitz-
lich zu dem externen Feld H

o< E >

< Iy >=—
( 882‘

) =pH+JY <s;>=pH; (6.36)
J
wobei wir diese Kraft durch ein Feld H; ausdriicken. Daraus folgt, dass das mittlere Feld,

welches auf s; ausgeiibt wird
<H>=<F,>/u=H+AH (6.37)
mit

AH=2J]<s;>/u ) (6.38)
Durch Gleichung (6.37) ist die Selbst-Konsitenz-Bedingung gegeben. In dieser Appro-

ximation folgt nun

Z o ) Ly et (6.39)
S1 SN
= 2Vcosh™(Bu < H >) (6.40)

Fiir den Erwartungswert der Magnetisierung ergibt sich damit

_ 1 BuY, si(H+SH)
<si> = Z SZ...SZ(;sl)e 3 si(H+ (6.41)
1 0z
= "= 6.42
NO(Bu < H >) (6.42)
= tanh[Su(H +2J < s; > /u)] . (6.43)
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Dieses Resultat konnen wir auch wie folgt verstehen. Hierzu schreiben wir die Energie

als

E = =) Jsis; (6.44)
<ij>

= =) J(m+(si —m))(m+ (s; —m)) (6.45)
<ij>

~ — Z J(m? +m(s; —m) +m(s; —m)) (6.46)
<ij>

~ —JgNm?* — Z mdJq(s; —m) : (6.47)

Damit folgt fiir die Zustandssumme

Z = TrezPlaNm*+8lam 3, (si—m) (6.48)
= e*%ﬁqu2[2cosh(ﬁqu)]N : (6.49)

Wir miissen nun noch die freie Energie bzgl. des Parameters m zu minimieren. Fiir die

freie Energie pro Spin erhalten wir

kT kT 1 2
_ - _ - —35BJgm N
Iz - n (e 189419 cosh(BJgm)] ) (6.50)
J 2
- q;" — kT'In (2 cosh(8.Jqm)) (6.51)
woraus folgt
2Jqsinh(BJgm)
Jgm = .52
m =g cosh(BJgm) 6.52)
also
m = tanh(5Jgm) = tanh(¢Km) . (6.53)

Sei V4 die Anzahl der T und Ny die Zahl der | Spins. Die N4 und die N werden zufillig
auf das Gitter verteilt. Dann ist der Erwartungswert fiir die Anzahl der gebrochenen Bonds
Ny Np1 NyNp

Nap) = 22AB - N —
(Nap) =277 7 3N =4~

(6.54)

Damit

Prof. Heermann, Universitit Heidelberg



6.1 DAS ISING-MODELL

147

wobel wir

In Nl NIn N - N (6.55)
benutzt haben. Man nehme nun den groten Term und entwickle darum

NaNp

F~El' —NInN+ NsInNy+ NglnNg — NyInN — g Inz.

Wir beleuchten die oben gewonnen Resultate noch einmal von einer anderen Seite, Da-
zu betrachten wir einen Spin und den Effekt der benachbarten Spins als Gesamtheit auf
diesen Spin.

Zunichst ist die Energie gegeben als

E=—-J Z 5i5j — ,uHZsi . (6.56)
<iyj> i
Die Kraft, die die benachbarten Teilchen auf ein Teilchen ausiibt, zusitzlich zu dem ex-
ternen Feld H, ist

OF
— (&Si) = uH + J;sj = uH;, (6.57)

wobei wir diese Kraft durch ein Feld H; ausdriicken.
Es folgt, dass fiir H = 0 ein kritischer Wert existiert, so dass m = 0 fiir 7" > T, und
m # 0 fiir T < T.und 3% = 1.

g
Weiter mit h = -

_ T
tanh ﬁ _ tanh (TT) m (6.58)
T 1 — mtanh (Tc) m

B T 5 (Te T, T3 5

= m? ~ 3|T —T,| (6.60)

m ~ (T —T.)z (6.61)
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= m® ~ h (6.62)

m ~ h3 (6.63)

_ 8_m :>l @ _T_TC+3 2 T03+E 1_5 +0( 4)
Xr=\on), 7T\ m)” T T T T "

(H)) = H+ % > IS (6.64)
J

— H+ %J(Si) (6.65)

(6.66)

Angenommen J = 0, H # 0, dann gilt (exakt)

OF
m=— <8—H) = tanh(pufSH) . (6.67)

Wir nehmen jetzt die Wechselwirkung zwischen den Spins nur in der Form einer mittleren

Wirkung des Nachbarspins mit und setzen den obigen Ausdruck in m ein

m = tanh(uSH + BgJm) f=—

Wir erhalten also eine implizite Gleichung fiir m.

BEISPIEL 6.0 (Zwei-dimensionales Ising Modell)

Wir werden das Modell fiir den Fall 4 = 0 betrachten und die Energie und die Magneti-

sierung pro Spin ausrechen

MAPLE 6.1.1

> restart;

J :=1;

> theta := .999844xT,
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0 5 10 15 20 25
P T T T T S T T T T T T T W T T |

Abbildung 6.4: Energie pro Spin fiir das zwei-dimensionales Ising Modell.

> zeta := 2xsinh(2.000312048/T)/cosh(2.000312048/T)"2;

> K := EllipticK(2%sinh(2.000312048/T)/cosh(2.000312048/T)"2);

> e := -coth(2.000312048/T)*(1+
2¥E1lipticK(2*sinh(2.000312048/T)/cosh(2.000312048/T) ~2)*
(2*tanh(2.000312048/T) "2-1) /Pi);

> m := PIECEWISE([(1-1/sinh(2.000312048/T)"4)"(1/8),
.999844+T < 2.2692], [0, otherwise]);

Also

o { \/ 1 — (sinh (2.000312048 7-1)) ™" 0.999844 T < 2.2692 (6.68)
0 otherwise

Da wir das Ising Modell nicht exakt fiir d > 2 16sen konnen sind auf approximative
Methoden fiir die Berechung der Magnetisierung als Funktion der Temperatur angewie-
sen, bzw auf die Simulationsmethoden. Als Approximative Methoden bieten sich Hoch-
Temperatur bzw. Tief-Temperatur Entwicklung an. An dieser Stelle wollen wir jedoch die
begonnene Entwicklung von der Monte Carlo Methoden fortsetzen.

Im Gegensatz zu dem System von harten Scheiben haben wir es hier nicht mit einem
rdumlich kontinuierlichen, sondern einem diskreten Raum zu tun. Ebenso konnen wir den
Spins nicht irgendeinen Wert zuweisen, sondern lediglich die Werte +1 oder —1. Hinzu

kommt, das wir noch die Temperatur in unsere Betrachtungen einbeziehen miif3en.
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o
) -
!

o
)

P T T T T T N T N N T N N T Y AT Y Y Y

0,4
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o

10

Abbildung 6.5: Magnetisierung pro Spin fiir das zwei-dimensionales Ising Modell.

Nehmen wir an, dass wir die Spins dhnlich wie beim System der harten Scheiben ohne
Beriicksichigung der Temperatur betrachten. Wir wiirden jeden Spin unabhingig von sei-
nen Wechselwirkungen mit den Nachbarn in die jeweils umgekehrte der angetroffenen
Richtung drehen, natiirlich abhingig von einer Zufallszahl, die wir mit einem bestimm-
ten Wert vergleichen. Da die Temperatur nicht involviert ist die Wahrscheinlichkeit einen
Spin anzutreffen der nach oben steht p = 1/2 und das er nach unten steht ¢ = 1 — p. Dann
wiirde sich der folgende Algorithmus ergeben:

Algorithm 4 Hochtemperatur Monte Carlo fiir das Ising Modell
1: for mcs=0; 1 < mcsmax do

for i=0; i < N do

Wiihle eine Spin zufillig aus.
Ziehe eine gleichverteilte Zufallszahl » zwischen 0 und 1

2

3

4

5: Vergleiche r mit p
6 Falls r > p, dann s — —s

7 Andernfalls behalte die Spinorientierung bei
8:  end for

9:  Berechne die Magnetisierung der Konfiguration
10:  Berechne die Energie der Konfiguration

11: end for

Mit diesem Algorithmus erzeugen wir eine Folge von Konfigurationen. Jede dieser Kon-
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3D Ising Model

Magnetization vs. Temperature

0.8 —

0.6 —

04—

02+

Abbildung 6.6: Magnetisierung pro Spin fiir das drei-dimensionale Ising Modell.

figurationen stellt eine mit einer unendlichen hohen Temperatur konsistente, Konfigura-
tion dar. Wir erhalten durch den letzen Schritt im Algorithmus ebenfalls eine Folge von
Magnetisierungs-, bzw. Energiewerten.

Wir wollen nun Algorithmen fiir eine konstante Temperatur konstruieren. Dazu betrachten

wir die Bedingung der detaillierten Balance,

T2Pay = TyPya Ve,y € S.
Sei nun P? = {p;(r?} eine beliebige irreduzible Ubergangsmatrix. Wir benutzen P° um
Uberginge von x nach y vorzuschlagen. Diese Ubergiinge werden dann akzeptiert mit der
Wahrscheinlichkeit a,, bzw. verworfen mit 1 — a,,. Konstruiere die Ubergangsmatrix P

nun wie folgt:

Doy = pgcoy)axy falls z # vy, (6.69)

Poe = PO+ p(1—a,,) [Nullibergang], (6.70)
Ty

wobei VazyeS:0<a, <1. (6.71)

Die Konstruktion von P ist nur verniinftig wenn die detaillierte Balance erfiillt ist. Dies
liefert die Bedingung:

0
Qay _ T,y

Ayz megﬁoy)

Ve,yeS:x+#vy. (6.72)
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Setze :
. p((;)
Apy = F | =2 Z(JO) furallex,y € S :x #y
memy
Dann:

(0)
F (T(ypyz )
oy _ ~ \mal)) _ F(2)

!
=z

Qo F (Wwpgc%)> a F(l/Z)

0
Wypv(gz)

0
)
0

Wypz(/x)

Demnach ist genau dann wenn die detaillierte Balance erfiillt, wenn

F(1/z)

!
=2z

fiir allez :

Metropolis: F'(z) = min(z, 1) oder F'(z) = =

Die Vorschlagswahrscheinlichkeiten miissen nicht symmetrisch sein! Beim gewohnlichen
Ising Modell Algorithmus ist die Vorschlagswahrscheinlichkeit konstant, und damit sym-

metrisch. Es gilt:

Ay = F(my/7z)

wegen
e PBEx 1
’]Tx = -0 = — €

>, e 7

_BEac

mit der Zustandssumme Z := Y- e~ gilt:

T _ —B(By—Eq)
Ty
e Al
Die Algorithmen fiir die Simulation eines Ising Modelles unterscheiden sich unter ande-
rem durch spezielle Wahl von P°.

BEISPIEL 6.0 (Single-spin-flip Glauber Dynamik)

Sei i € A. Betrachte den Spin s;. Wihle

pgo)({s} —{s'}):=1,falls s; = —s; und 5; = s;» (Z # j) und := 0O sonst.
PO symmetrisch !
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Die Wahl von i geschieht entweder regelmdif3ig, dann gilt
P=P,...P, V=L"

oder stochastisch
B 1 Z
; ‘ > Z ‘ 3

Waihrend fiir die stochastische Wahl die detaillierte Balance stets erfiillt ist, ist dies 1.A.
fiir den regelméBigen Durchlauf nicht der Fall. Fiir einen gerade / ungerade Durchlauf gilt
die detaillierte Balance.

Alogrithmus Kawasaki Spin-Wechsel

Seien ¢, j € A. Wihle

1 wenn s} =s;,5;=s;

PO ({s} — {s}) =

0 sonst

fiir alle k # 7, j s}, = s und 4, j miissen nicht nachste Nachbarn sein.

Algorithm 5 Metropolis Monte Carlo fiir das Ising Modell
1: for mcs=0; 1 < mcsmax do

for i=0; i < N do

Wiihle eine Spin zufillig aus.

Ziehe eine gleichverteilte Zufallszahl r zwischen 0 und 1

2

3

4

5: Vergleiche r mit p
6 Falls r > p, dann s — —s

7 Andernfalls behalte die Spinorientierung bei
8:  end for

9:  Berechne die Magnetisierung der Konfiguration
10:  Berechne die Energie der Konfiguration

11: end for

BEISPIEL 6.0 (Aquivalenz der Molekularfeldtheorie - unendlich reichweitigen Wech-
selwirkung)

Das dquivalente Nachbarmodell ist durch

J
H = —QN Z 5iS; S; — +1

1<i<j<H
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definiert

Da jeder Spin mit jedem wechselwirkt, spielt die Dimensionalitiit (L? =

H) keine Rolle.

(Andere Art, Molekularfeldtheorie zu bekommen: Betrachte das Problem in d = 00.)

Zn

(&
ZN
= Zn
T
= Uy

. 1
F = —k’BTA}EI;O (ngZN)

Iy = 3 e e
(s}

Z e P _ Z o BT+ (Ss)?

{s} {s}

+1 o 2
6_6‘]281 =+41--- Z 66J<Zi \/lﬁ>
sy=—1

1 oo 7lx2+\/§ax
e 2 dx

sqrt2m
+1 +1
REEDS NV E N s gy

+o00
1 _BJ 6_%1.2
s1=—1 S1=—

Var
> e 3 e

817—1 SN——l

HZ i ﬁ<z>1[6$ﬁ+e—%/¥l

i=1 s1=—1 sy=—1

o )]

N
1 12 2J

——e P | e72% |2cosh -

\/_e e 2 [ cos <:c N)] dx

y\/_ dr = dy\/_

\/ ﬁJQN/ e V3 cosh( 2pr)] dy

+1

— ~
Sif_l N~

2 cosh (m \/%)
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Sattelpunkt-Integration (Steepest Descent)
I(s) = /g(z)esf(z)dz sER, z€C

Beispiel:

(wollen betrachten s — 00)

g(u) = u®+ s/n  minimal ist. ¢'(ug) = 0

h(v) = v+ = min v =1
v
1 2
h(v) = h(1)+ (v — 1)K (1) +(v ) R"(1)
N——_——— 21 ——
—  te /OO e3P W17 gy
0
z=3t(v—1)
6_3t2 00 )
- i(s) = / e dx
\/g —3Vt—o0o
—3t2  p+oo 1
~ e\/g /_OO e <g>z 312
o~ N siom —y3 N
Iy = 5-¢ 2 max e Y cosh(\/206Jy)
s

—00 <Y < 00

= F=—ht{ty2+Llyf(sJ)}

f(BJ) = max {e_y% cosh( QﬁJy)}

—00 <Yy <0
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fly) = —%yQ + Ly cosh(/23Jy)
0= fly) = y=/28Jtgh(\/2BJy)

Swendson-Wang
1. Start mit einer Anfangskonfiguration {c°}
2. Zu dieser Konfiguration erzeuge eine Bond-Konfiguration {n}
3. Finde alle Cluster

4. Fiir jeden Cluster:
mit gleicher Wahrscheinlichkeit wihle als neue Clusterorientierungeino € {1,...., ¢}

5. betrachte dies als neue Konfiguration {o}

6. Gehe zu 2.

Der Swendson-Wang Algorithmus wechselt zwischen (IV) und (V). D.h. die Gesamtver-
teilung wird durch die wechselnde Anwendung der bedingten Verteilung erzeugt. Es gilt

P(0; — 0;) "= P(0|n) P(n]o;)

Damit kénnen wir die detaillierte Balance zeigen:

P(o))P(o; — 0j) =
& P(oi)P(0;ln)P(n|o;)

P(ojmn) P(o;Nn
o Pl)TEIEe  p

P(o; — 0;)P(0;)
P(o;)P(oi|n)P(n|oy)
P g

)P(al- Nn) P(o; Nn)
P(n)  Ploy)

Numerische Resultate zeigen:

z=0 (d=2)

2~ 1/3 (d=37?)

Der oben formulierte Cluster Algorithmus 148t sich auch auf Modelle mit einem kontinu-

ierlichen Freiheitsgrad auf einem Gitterpunkt verallgemeinern.

6.2 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:
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6.3 Ubungen

1. Ising-Modell

Ein eindimensionales System bestehe aus drei Spins S(1), S(2) und S(3) auf einer
Geraden, welche nur mit ihren nichsten Nachbarn wechselwirken (insbesondere
gibt es also keine Wechselwirkung zwischen S(1) und S(3)). Jeder Spin habe das
magnetische Moment ji = 2ups (s = £1/2). Das System befinde sich in einem
externen Magnetfeld H in z-Richtung und sei im Gleichgewicht bei der Temperatur
T'. Im Ising-Modell wird die nidchste Nachbar-Wechselwirkung durch den Term
JS.(i)S,(i + 1) beschrieben.

a) Gebe den Ising-Hamiltonian an, wie in der Vorlesung definiert.
b) Gebe die Zustandssumme Z explizit an.

c¢) Berechne die Magnetisierung M (7', H). Was ergibt sich fiir kgT > pH? (Es
sei J, Z =~ 6.)

2. Transfermatrix
Ein einfaches Modell fiir einen DNA-Doppelstrang aus /N Basenpaaren habe den

N N—-1
HZ—hE ni_JE niniy1
i=1 i=1

wobei n; = 0 ein offenes und n; = 1 ein geschlossenes Basenpaar (=Doppelstrang)

Hamiltonian

bezeichnet.

a) Die Transfermatrixmethode ist aus der Vorlesung bekannt. Gebe die Transfer-

matrix an und berechne deren Eigenwerte.
b) Berechne die Freie Energie pro Basenpaar, f = — BLN InZymitZy =), exp(-SH),
als Funktion der Temperatur mit Hilfe der Transfermatrixmethode im thermo-

dynamischen Limes.

c¢) Berechne die innere Energie u pro Basenpaar, u = %(ﬁ f(B)) als Funktion

der Temperatur.

d) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der DNA-Strang im thermodynami-
schen Limes von Anfang an k Basenpaare gedffnet ist, also p(k) = ((1 —
n1)(1—mng)...(1—ny)).

Hinweis: Es ist (1 — n;)T5,, n,,, 7 0 nur fiir n; = 0.

e) 10 EXTRAPUNKTE: Plotte die obigen Ergebnisse fiir h = 100kgT,J =

h/3,k = 1,10.
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3. Mean-Field-Niherung

In der Vorlesung wurde die mean-field-Theorie anhand des Ising-Modells vorge-
stellt. Das ist ein homogenes System mit nédchsten Nachbar-Wechselwirkungen.
Nun betrachten wir inhomogene Systeme: Spin-Gliser. Die Kopplungen J;; seien

nun zuféllig gemif
Jo Tij

NTUN

wobei NV die Anzahl der Spins ist und z;; eine gauBverteilte Zufallsvariable mit

Ty =

Mittelwert O und Varianz 1. Dies fiihrt formal zum selben Ergebnis fiir (S;):

(S;) = tanh [5 <Z Jij(S;) + he)

h. sei das externe Feld. Jedoch kann hier wegen der Zufallskopplungen nicht das

Argument der Homogoneitit verwendet werden. Die (S;) werden sehr stark variie-

ren. Das Ergebnis gilt jedoch unter anderem wegen den folgenden Beziehungen:

a) Das lokale Feld ist gegeben durch h; = > i JijSj + he. Berechne (h;). Der
Uberstrich bezeichnet die Mittelung iiber die Kopplungen.

b) Berechne die Fluktuation (<h2> - m) ((hj) — W) :

Vernachldssige hierzu Korrelationen zwischen den x;; und den (S;) und benutze

folgende Definitionen:
1 _ 1 2 _
meFLE) = moa=gIAS? =

Der Vollstindigkeit wegen sei erwihnt, dass weitere Berechnungen zu den selbst-
konsistenten Losungen

m = / \;l—QZ_WeZQm tanh[3(Jom + he + 1/q2)]

dz 2
= [ —=e# /2 tanh?[B(Jom + h. + /2

fiihren, wobei z eine unabhédngige gaullverteilte Zufallsvariable ist. Diese 2 Glei-
chungen mit 2 Unbekannten beschreiben die Thermodynamik des hier betrachteten
Spin-Glases.

. Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-System aus N Spins mit periodischen

Randbedingungen o1 = 07 und einem Magnetfeld /.
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a) Geben Sie den Hamiltonoperator dieses Systems an und bestimmen Sie daraus
die Zustandssumme.

b) Die Zustandssumme l&sst sich vereinfachen, wenn man eine Darstellung mit
Spinmatrizen verwendet. Die Matrixelemente M/;; seien dabei wie folgt defi-
niert:

1
oMo 1 :=exp <B(Jcriaz~+1 + §,UH(CU + ai+1))> ) (6.73)

Nutzen Sie diese Darstellung, um die Zustandssumme zu vereinfachen und
zeigen Sie: Z(H, T, N) = Sp(MN).

¢) Mit Hilfe der Eigenwerte von M lisst sich Z exakt berechnen. Wann ist M
diagonalisierbar? Wie lauten die Eigenwerte ;4 und z5 von M und was folgt

daraus fiir Z unter Beriicksichtigung von Teil b)?

d) Geben Sie mit Hilfe Ihres Ergebnisses aus Teil ¢) die freie Energie F'(H, T, N)
des Systems an. Berechnen Sie die Magnetisierung m durch geeignetes Dif-
ferenzieren der freien Energie und zeigen Sie, dal im Falle verschwinden-
der Magnetfeldstirke auch die Magnetisierung des Systems vollstindig ver-
schwindet.

5. Verfeinerung der Molekularfeldniherung
Man kann die mean field Nidherung verfeinern, indem man anstelle eines einzel-
nen Spins in einem effektiven Feld einen ganzen Cluster von Spins betrachtet. Den
zentralen Spin des Clusters betrachtet man exakt, seine Nachbarn hingegen werden
durch das effektive Feld A, beschrieben:

k k
H=—hoy—JY oo0;— (h—hl) ) o (6.74)
1=1

i=1
mit der Zustandssumme
k k
7 = Z Z exp |aog + (a+ ') Z o+ Z 000; (6.75)
oi==%1 i=1 i=1

wobei a:=h/kT, o :=hi;;/kT und v := J/kT. (6.76)

Bestimmen Sie analog zur Vorlesung aus der Selbstkonsistenz (og) = (o;) das

effektive Feld A/, s fiir den Fall spontaner Magnetisierung (h — 0).
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Hinweis: Berechnen Sie den Mittelwert (o;) durch geeignetes Differenzieren der
Zustandssumme und benutzen Sie eine Taylorentwicklung fiir o/, um die Selbstkon-

sistenzbedingung zu losen.

6. Freie Spins im Magnetfeld
Betrachten Sie ein System aus freien Spins im Magnetfeld. Die Zustandssumme ist

in diesem Fall gegeben durch

7 = Z e PonsB (6.77)

m=—s

a) Zeigen Sie, dass man die obige Zustandssumme in folgender Form schreiben

kann: -
S111 C
/ = ————sinh(= 6.78
o+ Iy ©.78)
mit
c = BupgB (6.79)

und geben Sie damit einen Ausdruck fiir die freie Energie des Systems an.

b) Benutzten Sie wieder die urspriingliche Definition von Z und zeigen Sie nun,
dass sich das mittlere magnetische Moment aus der Ableitung der freien Ener-
gie nach der Magnetfeldstirke wie folgt ergibt:

OF
(1z) = 35 (6.80)

7. Molekularfeldniherung

a) Benutzen Sie die Ergebnisse aus 8 und die folgende Definition der Brillouin-
funktionen, um einen Ausdruck fiir das mittlere magnetische Moment ()
von zundchst freien Spins im Magnetfeld abzuleiten.

27 +1 25 +1 1 1
- + coth( 2 + z) — — coth(=—2) (6.81)
2] 2] 2 2]

b) Betrachten Sie nun ein Gitter von Spins, die miteinander wechselwirken konnen.

Bj(z) :

Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet

J 0,

und kann mit Hilfe eines effektiven Magnetfeldes durch die Nidherung
;= )= wieder in die Form von Aufgabe gebracht werden. Dies
S, = (S;) = (F) wieder in die F Aufgabe gebracht werden. D
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8.

10.

ist die in der Vorlesung besprochene Molekularfeldndiiherung. Fiihren Sie diese
hier durch und berechnen Sie mit den Ergebnissen fiir freie Spins den Erwar-

tungswert <? 7). Verwenden Sie dazu wieder die Brillouinfunktionen.

Entropie von Spinsystemen Zeigen Sie, daf} die Entropie eines Spinsystems wie
folgt lautet:

S =kln(Z) — ?M. (6.83)

Hinweis: Schreiben Sie dazu zundichst die Entropie als Ableitung der freien Energie F' und
benutzten Sie dann die Tatsache, daf3 die Zustandssumme eine Funktion von B /T ist:

Z = Z(B/T). Verwenden Sie auflerdem das Ergebnis M = N{jz) = _g_F aus Aufgabe
b).

Wirmekapazitiit bei konstantem Magnetfeld Berechnen Sie die spezifische Wirmekapa-
zitdt ¢y mit Hilfe des Ergebnisses aus 8 durch geeignetes Differenzieren. Zeigen Sie weiter,
daB ¢y nur vom Verhéltnis B /T abhingt. Verwenden Sie dazu die Tatsache, daB M selbst

nur Funktion von B/T ist.
Spinglas Betrachte etwa ein nichtmetallisches Spinglas
El’lm Silfm .

Dies ist eine statische Besetzung eines kubisch flichenzentrierten Gitters (En magnetisch,

Si unmagnetisch). Ein solches Spinglas kann durch ein Edwards-Anderson-Modell

HEA = _ZJijsiSj_HZSi7 Si:il,
i#] i
P(Jy) ~ e’

beschrieben werden. Gesucht ist der Grundzustand dieses Spinglas.
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7 Phaseniibergange

7.1 Phasendiagramme

Das Phasendiagramm zeigt die Existenzbereiche der Phasen eines Stoffes in Abhédngigkeit
von thermodynamischen Parametern. Das einfachste Phasendiagramm erhélt man fiir eine
symmetrische binidre Mischung oder fiir das Ising-Modell mit der up-down-Symmetrie.
Ein Phasendiagramm fiir diesen Fall ist in der Figur gezeigt.

Ein dhnliches, wenn auch invertiertes Diagramm ergibt sich, wenn molekular einheitliche
Polymere in einem niedermolekularen Solvens geldst werden.

Als weiteres Beispiel betrachten wir Kohlendioxid. Hier liegt der Tripelpunkt mit 5,81 bar
weit oberhalb des Atmosphérendrucks. Die zugehorige Temperatur betriigt -57°C. Fliissig
ist Kohlendioxid unter Normaldruck nicht existenzfihig, sondern nur unter erhthtem
Druck.

Ein weiteres typisches Phasendiagramm ist in der folgenden Figur 7.4 gezeigt. An den
Phasengrenzen im p — 7T'-Diagramm konnen jeweils zwei Phasen koexistieren. Am Tri-
pelpunkt (p 71 ¢r) koexistieren drei Phasen, und am kritischen Punkt (p.T.) verschwindet
der Unterschied zwischen fliissiger und gasformiger Phase.

Betrachten wir das Gleichgewicht zwischen einer Phase 7 und einer Phase j. Die Koexis-

tenzkurve im p — 7T'-Diagramm sei

Da zwischen beiden Phasen Teilchen ausgetauscht werden konnen, miissen die chemi-

schen Potentiale gleich sein

pi (T, pij(T)) = i (T, pis(T)) - (7.2)

Beim Ubergang von AN;; Teilchen aus der Phase i in die Phase j tritt eine “latente
Wirme” AQ);; auf

- a5, as,
AQy = T {— (aN)Tj (a—N)T} AN,
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T
one phase
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Abbildung 7.1: Einfaches Phasendiagramm fiir eine symmetrische Mischung von zwei

Komponenten (auch Ising-Modell)
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Abbildung 7.2: Tief- und Hochtemperaturentmischungskurven im System Cyclohex-

an/Polystyrol. Auf der x-Achse ist der Gewichtsbruch fiir Polystyrol an-

gegeben.
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Phase Diagram CO»
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Abbildung 7.3:
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Abbildung 7.4: Typisches Phasendiagramm mit kritischem Punkt und Triplepunkt
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Op; B % -
T{(6T>p (8T)p}AN” ’ ()

wobei fiir den Druck (7.1) einzusetzen ist. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten da-
durch, dass Entropie und chemisches Potential als erste Ableitungen der freien Enthalpie

(4.83) auftreten. Differentiation von (7.2) entlang der Phasengrenze liefert

()-() (3, -(3)% - o

Die Ableitungen der chemischen Potentiale nach dem Druck konnen aber aus der Duhem-
Gibbs-Relation ( SdT — Vdp + Ndu = 0) berechnet werden

o\ Vi
( op )T = N, . (7.5)

Damit erhalten wir die Clausius-Clapeyron-Gleichung

dpi;(T)
dT
die einen Zusammenhang zwischen latenter Wiarme A();;, Volumeninderung AV;; und

AQij — —T

AV, , (7.6)

Steigung der Phasengrenze im p — 7-Diagramm liefert.
Im Gasraum iiber einer Fliissigkeit stellt sich unabhidngig von V' der Sittigungsdruck
(Dampfdruck) ein, der von 7' abhingt (Dampfdruckkurve) Die obige Gleichung kann
man benutzen, um ndherungsweise die Dampfdruckkurve (Sublimationskurve) zu be-
rechnen.
Wir vernachlédssigen das Volumen der Fliissigkeit (feste Phase) gegeniiber dem der Gas-
phase und nehmen an, dass fiir die Energie der Fliissigkeit lediglich die Bindungsenergie
wichtig ist

Ey = —eN e > 0. (7.7)

Die Gasphase wird als ideales Gas nicht wechselwirkender Teilchen angesehen (4.103-
4.108). Beide Annahmen gelten nicht in der Nihe des kritischen Punktes, sind aber sonst
relativ gut erfiillt.

Damit kann die latente Wirme durch Integration des ersten Hauptsatzes berechnet werden
AQpy = AL, — ALy +pfg{5Vg - AVf}
3
~ {SksT + e+ koT AN, (7.8)

Fiir die Dampfdruckkurve erhélt man (7.6)
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dp(T)  SkgT +¢
YT T p(T) (7.9)

und damit wird

p(T) = AT3 e=/*sT, (7.10)

Aus (4.67) und (7.7) erhélt man pg = —e. Da die chemischen Potentiale der fliissigen und
gasformigen Phase gleich sein miissen, und da (7.10) auch die Zustandsgleichungen des
Gases (4.108) erfiillen muss, ist die zundchst unbestimmte Integrationskonstante A durch
(4.109) gegeben.

Damit ldsst sich die Bindungsenergie aus der Dampfdruckkurve, wenigstens ndherungs-

weise, experimentell bestimmen.

Beispiel 7.1.1 (Einfache Phasenregel)
Fiir eine bindre Mischung aus A und B Atomen mit Konzentrationen c 4 und cg berechnet

sich in Molekularfeld-Niherung die Zwei-Phasen-Koexistenzlinie durch

MAPLE 7.1.1

> restart;

cb:= 1 - ca;

m:= ca - cb;
t:=m/(An((1+m)/(1-m)));
plot(t,ca=0..1.0,color=black);

V V V V

welches ein zum Ising Modell dhnliches Ergebnis liefert

Nach dieser Diskussion iiber einfache Phasendiagramme sprengt es den Rahmen einer
Einfiihrung in die theoretische Physik, iiber komplizierte Situationen zu sprechen. Den-
noch soll nicht verheimlicht werden, dass bei vielen Stoffen bzw. Stoffkombinationen
erheblich komplexere Situationen vorliegen. Als Beispiel sei hier das Phasendiagramm
fiir das des System aus Polystrol und C'O, in Figure 7.5 genannt.

Nach dieser allgemeinen Diskussion iiber die Phasengrenzen wollen wir uns das Zwei-
Phasengebiet etwas genauer anschauen. In Abbildung 7.2 haten wir den Bereich der ther-
modynamisch stabilen Zustinde durch die Koexistenzkurve von den thermodynamisch
metastabilen, bzw. thermodynamisch instabilen Zustinden getrennt. Betrachten wir nun
den Fall, dass ein System aus einem thermodynamisch stabilen Zustand, in einen der
instabil, bzw. metastabil ist, gebracht wird. Dies ist in Abbildung 7.10 angedeutet. Die-

ser sogenannte Quench kann auf verschiedene Weise erfolgen. Er kann etwa durch das
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CEP

Abbildung 7.5: Phasendiagramm fiir das System Polystrol-C'O4
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schnelle Andern der Temperatur erfolgen oder durch das Einschalten eines magnetischen
Feldes.

Als erstes wollen wir den Fall betrachten, bei dem der Quench in den Bereich zwischen
der Koexistenzkurve und der Spinodale gemacht wird. Wir hatten diesen Bereich als me-
tastabil gekennzeichnet, da die freie Energie dort kein absolutes Minimum besitzt. Es
existiert dort lediglich ein relatives Minimum mit einer bestimmten Barrierenhthe, die
den metastabilen Minimalwert von dem des absoluten Minimums trennt. Experimentell
stellt man fest, dass dieser metastabile Zustand durch Fluktuationen abgebaut wird. Diese
Fluktuationen sind Tropfchen. Wir konnen versuchen diesen Abbau des metastabilen Zu-
standes durch die Topfchen durch die Keimbildungstheorie zu verstehen. Diese Theorie
geht auf Becker und Doring zuriick und ist im wesentlichen eine Ratentheorie.

In der einfachsten Formulierung nehmen wir an, dass anfidnglich keine Konzentrations-
fluktuationen im System seien. Das System sei homogen mit einer bestimmten freien
Energie. Diese freie Energie entspricht nun dem metastabilen Zustand. Das System ist
beziiglich seiner Parameter nicht in einem Gleichgewichtszustand und versucht nun, durch

Konzentrationsfluktuationen in den Gleichgewichtszustand zu gelangen.

Beispiel 7.1.2 (Keimbildung)
Sei n, die Anzahl der Tropfchen der GroBe s, R, die Rate der Kondensation von Atomen
fiir Tropfchen der GroBe s und R, die Abdampfrate. Die Rate J; (pro Einheitsvolumen),

mit der Tropfchen der GroBe s zu s 4 1 wachsen ist, durch

Js = Rens — R, | 1ng1 (7.11)

gegeben. Daraus folgt die Kontinuitétsgleichung

ong
ot

=Ji1—Js s>2 (7.12)

und im stationiren Fall

heiBlt J Keimbildungsrate. s = 0 ist eine Quelle und jedes Tropfchen, welches grofler
als eine kritische GroBe (s*) anwéchst, wird aus dem System genommen. Dann folgt

-1
J= (/ nd]s% ) . (7.14)

N OX A (7.15)

Nehmen wir an, dass
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Abbildung 7.7: Die Abbildung zeigt die Keimbildung in einem System
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Abbildung 7.8: Die Abbildung zeigt die spinodale Entmischung in einem System
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in Einheiten, die fiir das Ising-Modell gelten.

7.2 Kritische Phanomene

Kritische Punkte findet man nicht nur beim fliissig-gasformigen Phaseniibergang, etwa
in der Van der Waals-Gleichung, sondern auch bei Magneten, Ordnungs-Unordnungs-
Phaseniibergéngen, Supraleitung und anderen Phaseniibergéingen. Das Verhalten der je-
weiligen Systeme in der Nihe des kritischen Punktes ist dabei sehr dhnlich.

Wir untersuchen zunéchst die Umgebung des kritischen Punktes im Rahmen der Van der
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Tabelle 7.1: Kritische Temperatur und kritischer Druck fiir verschiedene Gase

Stoff T.(C) | P.(at)
Helium (He) -267,95 | 2,34
Kohlendioxid (COs) | 75,27 31,0
Wasserdampf (H,0) | 374,2 225,5
Luft -140,73 | 38,5

Waals-Theorie. Am kritischen Punkt 7., p.., V, gilt

Op B 0*F 0
oV TN N oVv?2 TN N
2 3F
oy _ _(2F —0. (7.17)
oV? TN ov3 TN
Wir entwickeln die freie Energie (4.130) nach Potenzen von
N N
Ap=p—p.=—— — 7.18
pP=p=pe= " (7.18)
und erhalten
F = Faw(T,N,V.) —po(T)(V =V.)+ 2aN (T -T.,) Ap°
+IbN(T —T.) Ap* + Lu N Ap". (7.19)

Die verschiedenen Parameter, insbesondere a, b und u, sind durch die Virialkoeffizienten
bo und b; bestimmt. Wir interessieren uns fiir |7'—T,| ~ Ap?. Damit kann der Beitrag pro-
portional zu b fiir die folgende Diskussion gegeniiber dem vorangehenden, proportional
zu a und dem folgenden, proportional zu u, vernachlédssigt werden.

Damit erhilt man fiir die Isothermen
p(T, p) = po(T) + pz {a(T = T.) Ap +uAp’} (7.20)
und speziell fiir die kritische Isotherme
P(Te, p) = pe + pEudp’. (7.21)
Die Kompressibilitét bei der kritischen Dichte ist fiir 7" > T

wﬂﬂm:—w@=p%=aé<—n> (7.22)
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k(T p.) divergiert also am kritischen Punkt.

Zur Berechnung der Eigenschaften fiir 7' < 7. bendtigt man zunéchst die Maxwell- oder
Doppeltangenten-Konstruktion. Vernachldssigt man b in (7.19), ist F' + (V' — V) py eine
gerade Funktion von Ap, und die Dichte bei Koexistenz ist durch die Minima von F' +
(V —V.) po gegeben, also

(T -T.)alp+ulp®=0; Ap==++/(T. —T)a/u. (7.23)
Die Kompressibilitit an der Koexistenzkurve ist

ko= pt{(T—T.)a+3ulp’}
= 2ap2(T.—T). (7.24)

Damit ist die Kompressibilitidt auch unterhalb von 7, endlich, divergiert aber, wenn man
sich dem kritischen Punkt néhert.

Die spezifische Wirme ist

O*F

Fir T > T, und V = V, trigt nur Fiqw (7, N, V.) in (7.19) bei. Fir T' < T, muB jedoch
Ap entsprechend (7.23) beriicksichtigt werden. Damit erhélt man
P Foqw(T)
CVC = Creg<T> == <T T> Tc
a2
Creg(T) + % N—T T <T. (7.26)

u
Die spezifische Wirme hat also eine Unstetigkeit am kritischen Punkt.
Ganz entsprechend kann man die freie Energie eines Magneten in der Nihe des kritischen

Punktes (Curie-Punkt) entwickeln
F(T,N,M)=Fy(T,N)+a(T —T.)N (M/N)* + Lu N(M/N)*+---. (1.27)

Dabei ist M die Magnetisierung. Ungerade Terme treten dabei aufgrund der Symmetrie
nicht auf. Die vorangehenden Rechnungen konnen direkt auf den Magneten iibertragen
werden, wobei Ap durch M /N, p — p. durch das Magnetfeld B und s durch die iso-
therme Suszeptibilitit x zu ersetzen sind.

Beispiel 7.2.1 (Berthelot-Gleichung)

Neben der Van-Der-Waals-Zustandsgleichung wurde von Berthelot eine andere moleku-

larfeldartige Zustandsgleichung vorgeschlagen

_ 8T 3
S 3u—1 T2
Wir wollen hierzu die kritischen Exponenten berechnen.

(7.28)
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MAPLE 7.2.1

> restart;

> P:=(v,T)->8%T/(3%v-1)-3/(T*v"2) ;

> pl:=(nu,epsilon)=P(1+nu,l+epsilon)-1;

> aux:=series(8*(1l+epsilon)/(2+3*nu)-3/(1+epsilon)/(1+nu)"2-1,

nu=0,4) :aux;

\2

auxl:=(epsilon)->3+4*epsilon-3/(1+epsilon)+(-6-6*epsilon+
6/ (1+epsilon))*nu
+(-9%1/(1+epsilon)+9+9*epsilon)*nu~2 +(12x1/(1+epsilon)-
27/2-27/2xepsilon)*nu”3;

> aux2:=series(auxl(epsilon),epsilon=0,2);

Wir erhalten nun eine vereinfachte Zustandsgleichung mit dem kritischen Punkt ¢ = 0.
Da die Kurve symmetrisch ist, muss der Gas- und Fliissigkeitsanteil gleich sein: v, =

—uv; = v. Daraus konnen wir den kritischen Exponenten /3 bestimmen.

MAPLE 7.2.2

> p:=(nu,epsilon)->-3/2*nu"3+(7-12*nu) *epsilon;

> dl1:=(nu,epsilon)->subs(y=nu,diff (p(y,epsilon),y)): dl(nu,epsilon);

> solve(p(v,epsilon)= p(-v,epsilon),v);

Also 3 = 1/2 und fiir den Exponenten ¢ erhalten wir

MAPLE 7.2.3

> P1:=(rho,T)->8*T*rho/(3-rho)-3*rho~2/T:
> P1(1+xi,1);

> series(8x(1+4xi)/(2-xi)-3*x(1+xi)~2,xi=0);

den Wert § = 3.

7.2.1 Korrelationsfunktion

Zum besseren Verstdndnis der Vorgédnge in der Nihe eines kritischen Punktes untersuchen
wir das Verhalten der Korrelationsfunktion. Dazu benutzen wir die sogenannte “mittlere
Feld”- oder “Molekularfeld”’-N#herung. Es sei n(r) die Dichte am Ort r und p = (n(r))
die mittlere Dichte. Dann ist

(a(r)a(r))e = (a(r)a()) — p* 729
= ST — )3 — 1)) — 07 = ps(r — 1)+ g(r — 7).

ij
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Wie wir gesehen hatten, ist die isotherme Kompressibilitit

Kp = kB;pQ /(ﬁ(r)ﬁ(O))Cdgr

1 1
= 43 . 7.30
5t / o(r)dr (730)

Da am kritischen Punkt die Kompressibilitit divergiert, die Dichte p aber endlich bleibt,
muss die Reichweite der Korrelationen divergieren.

Wir betrachten ein Gas in einem schwachen raumlich inhomogenen Feld, welches durch
ein Potential (r) gegeben ist. Damit ist die Hamiltonfunktion

m

2
P; 1
H, :H+Z¢(n) =25 +§ZW(ri—rj)+Z<p(m) (7.31)
7 7 1] 7
und die Dichte, in Gegenwart des Feldes,
A Tré(r — i) e PHAL; o(r)))
(r)e =D s v (7.32)

i

Fiir ein kleines dufleres Potential erhidlt man in erster Ordnung

—p3 Z {(5(7“ — i) Z p(ry)) = PZ(@(Q‘))}

= —on{etn+ [atr-retrah L@

Q

o(n(r))e = (A1) — p

Wir wollen den Effekt der Wechselwirkung W (r;—r;) wenigstens naherungsweise bertick-
sichtigen. Auf ein herausgegriffenes Teilchen ¢ wirkt neben dem Potential (7;) auch das

Potential der Wechselwirkung mit den anderen Teilchen
perr(ri) = @(ri) + > W(r; —r)). (7.34)
J

Die Niherung besteht nun darin, dass dieses Potential durch ein gemitteltes Potential er-
setzt wird, wobei iiber die Positionen der Teilchen j gemittelt wird. Dabei sind nur die
Abweichungen von der homogenen Dichte §(n(r))., zu beriicksichtigen, da die Wechsel-
wirkung im Fall homogener Dichte bereits in die van-der-Waals-Gleichung eingegangen
ist. Damit ist

et (1) = (1) + /W(T - T’)(S<?”L(T,)>¢d3T, . (7.35)

Die Dichte ist in dieser Ndherung

o(n(r)), = —Bpoes(r) . (7.36)
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Setzt man dies mit (7.35) in (7.33) ein, erhilt man
o{n(r)), = —Bpe(r) — Bp / glr —r)e(r")d*’
= —Bpe(r) + %" / W (r =" )p(r')d*r’
+6°%* / W(r =g’ =")p(")dr'd*" . (1.37)

Dies muss aber fiir beliebige duBere Potentiale ¢(r) gelten, und man erhilt damit eine

Integralgleichung fiir die Korrelationsfunktion:

glr—r")y = —BpW(r—r")
—Bp/W('r —r"g(r" — ' \d*r" . (7.38)

Die Wechselwirkung habe eine Reichweite £,. Wir interessieren uns speziell fiir Abstinde

|r — 7’| > &, und entwickeln g(r” — ') um r — 7’

" / / " a /
9o =) = glr =)+ (= ra)—g(r — )
_'_1 ( " ) )( " ) 82 ( /)+ (7 39)
9 C%IB Ta Ta Tﬁ L] araarﬁg'f’ T .

Dies konnen wir in (7.38) einsetzen. Dabei treten folgende Integrale auf

/W(r)d3r = —W,=—2bkg
/fa wWrd*r = 0
/ FaTgW (P)A*T = —64sWa = =655 Wo . (7.40)
Damit erhélt man nun fiir die Korrelationsfunktion die Differentialgleichung
9(r) = =BpW(r) + BpWog(r) + %WWzAg("f’) : (7.41)

wobei A = 02/82 + 29/0, zu verwenden ist. Diese Gleichung hat fiir groBe Abstinde
r > & die Losung

1
g(r)=go~e/* (7.42)
r
mit einer Korrelationslinge
2
¢ = Tﬁo (7.43)
i
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Mit der van der Waals-Gleichung (4.131) erhélt man fiir die isotherme Kompressibilitét

1 (V/N)? — B2 1
. - 7.44
TS T apjov) 2kpbi o5 — (1 — pb,)? (7.44)

Dabei ist zu beachten, dass in der bisherigen Herleitung der stark abstoende Anteil der
Wechselwirkung nicht hinreichend genau beriicksichtigt wurde, und desshalb die Diver-
genz der Korrelationsldnge nicht mit der Divergenz der Kompressibilitit zusammenfillt.

Eine Behandlung, dhnlich der Herleitung der van-der-Waals-Gleichung, liefert statt (7.43)

&

g -
Qpbl (1 - pbO)

(7.45)

Damit divergiert die Korrelationsldnge aber gerade dort, wo in der Van der Waals-Gleichung

(Op/OV)r = 0 ist, also dort, wo die Kompressibilitit ebenfalls divergiert. Diese Kurve
im V' — T- oder p — T-Diagramm nennt man “Spinodale”. Sie liegt ganz im Koexistenz-
bereich, geht aber durch den kritischen Punkt. Damit divergiert die Korrelationslénge bei
der kritischen Dichte p. und fiir 7" > T, wie
¢ = & (7.46)
(T —1T.)/T.

und fiir 7" < T, entlang der Koexistenzkurve wie

e
_ 3
CVTonm 74D

Benutzt man diese Resultate (7.42, 7.46, 7.47) zur Berechnung der Kompressibilitit (7.30),
erhélt man in der Nihe des kritischen Punktes fiir p = p. und 7" > T,

67Tg0

R =
£O pc

5 (T =T, L)t , (7.48)
also genau das in (7.22) gefundene Resultat mit

go = & /6ma. (7.49)

Aus der Korrelationsfunktion konnen wir auch eine verbesserte Abschitzung der spezifi-

schen Wirme erhalten. Ausgangspunkt ist die Relation

1
H .
Cy= g {(H+pV)); (7.50)
Aus (7.19) erhilt man mit 5
F
E=F+T— 7.51
+Tor (7.51)
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in der Nihe des kritischen Punktes
1
(E+pV)— (E.+pV) ~ §VchcaAp2 +.... (7.52)
Dies legt es nahe, in (7.50) ndherungsweise
1
H+pV ~E.+pV,+ achca/ (n(r) — pc)2 &r (7.53)
zu verwenden. Damit wird fiir 7' > T,
- (pTea)” a)? £2027 73
C, ~ T /{ <n>}dr
(ch CL) 3
d . 7.54
4/~cBTcV g*(r)d’r (7.54)
Setzt man hierin (7.42) und (7.46) ein, erhilt man
C,~(T—-T.)V? | (7.55)

also eine Divergenz der spezifischen Wirme am kritischen Punkt in qualitativer Uberein-
stimmung mit Experimenten. Diese Rechnung geht iiber die vorherige (Abschnitt 10.1)
insoweit hinaus, als jetzt Dichteschwankungen, die ja gerade in der Nihe des kritischen
Punktes besonders wichtig werden, wenigstens in einer groben Niherung beriicksichtigt
wurden. Fiir 7' < T, erhilt man eine entsprechende Divergenz.

Beispiel 7.2.2 (Korrelationslinge fiir das Ising Modell)

Betrachten wir nun die Korrelationsfunktion fiir das Ising Modell (hier zunéchst fiir das

exakt 1osbare ein-dimensionale Modell). Sei

M= S"'pDN-1g (7.56)

vgl. oben. Dann folgt fiir die Korrelation zwischen einem Spin ¢ und j

1
< 885 > = ~ Zsisje_ﬁH (7.57)

_ Moo — Mg — Moy + My (7.58)
Moo + Moy + Mg + My '

— (tanh K/ (7.59)

Da tanh K < 1 folgt, dass die Korrelationen exponentiell abfillt, mit einer Korrelati-

onslinge

= (—logtanh K)~' . (7.60)
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Wir kommen nun noch einmal auf die Markovprozesse zuriick und untersuchen die Korre-
lation bzgl. der Zeit, die am kritischen Punkt herrscht. Dazu bedarf es einiger Definitionen
Sei f = {f(r)}.es — R € L? und P eine stationdre Markov-Kette mit stationérer Ver-

teilung 7. Dann ist { f;} := { f(X,)} ein stationirer stochastischer Prozess. Wir definieren

Definition 7.2.1

1. py = (fy) =>_, f(z)m, (Mittelwert)

2. Cyplt) = (fofors) = 13 = Xy F(@) [metl) — 7o, | 1)

heif3t nicht normierte Autokorrelationsfunktion.

3. ¢ps(t) == Cyp(t)/Crs(0)
heifit normierte Autokorrelationsfunktion.

— 1i t
4. Texp,f = hmtﬁoo sup W

heift die exponentielle Autokorrelationszeit.

3. Tewp 1= SUDf Texp,f

ist die Relaxationszeit der langsamsten Mode.

6. Tonf =5 2ope oo Orr(t) = 5+ D p Ops(t)

heifit die integrale Autokorrelationszeit.

Betrachte nun einen Markov-Prozess, bei dem wir f messen. Wir machen n Beobachtun-

gen, dann gilt mit

1 n
==Y f (7.61)
n t=1
fiir die Varianz
1 n
c = _ZZ (r — s) (7.62)
1 t
- Z ( ")Cff<> (7.63)
——(n—
1
R =27 Cps(0) > 7 wobel gyp(t) ~ e 1T (7.64)

D.h., bei einer Monte-Carlo-Simulation oder in einem Experiment fiihrt die Korrelation
der Konfigurationen zu einer Verminderung der Genauigkeit:

Anstatt n unabhdingigen Beobachtungen erhdlt man lediglich n /2Ty ;.

Interpretation:
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Abbildung 7.9: Nichtlineare Relaxationszeit

e 7. kontrolliert die Anzahl der Beobachtungen, die man vernachlédssigen muss, be-

vor man beginnt, eine GroBe zu zdhlen.

e 7, kontrolliert die Korrelation wihrend der Beobachtung.
Im thermodynamischen Limes gilt fiir die intrinsische Realaxationszeit 7
T~ €~ (1= T/T,)
(Regel £ < L)
= Tomae ~ L° (T =T,)

Fiir den Fall des Ising-Modells erhalten fiir die Schwankung der Magnetisierung

2 mazx
<(5M)2> Tb [<M2>Tc - <‘M‘>§’c]
_ QTmazX;nzszTc ~ Lz+7/y_d/tobs
obs

wegen L*H/V ~ LY (d < 4) folgt:

Genauigkeitserhohung um 10 braucht 10¥ mehr Rechenzeit.

Fiir T' > T, ist 7 die grofte Relaxationszeit.

Fiir die Autokorrelationsfunktion einer Observablen f gilt nahe des kritischen Punktes

Gpr(t; B) ~ [t|~F (B — Bo)|t]")
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wobei = 1/kT und a,b > 0 Exponenten und F eine geeignete Skalenfunktion (vgl.
Anhang). Angenommen, F' sei stetig und streng positiv und F'(z) schnell abklingend bei

|x| — oo. Dann gilt

Tops ~ 8= B
Tint,f ™~ |ﬁ—5c|7(17a)/b
Grr(t;8=0:) ~ [t|™*

D.h., Texp, ¢ und 7y, r haben verschiedene Exponenten, falls a # 0. Damit miissten beide

Korrelationszeiten in einer Summation beachtet und unterschieden werden.

7.3 Uberpriifen Sie Ihr Wissen

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen und Fragen:

7.4 Projekte

PROJEKT 7.0 (Leath-Algorithmus)

Physikalische Fragestellung

Der Leath-Algorithmus erzeugt einen Cluster, der einem Cluster aus dem Perkolationsmo-
dell entspricht. Man hat die MOglichkeit, durch Wahl der Besetzungswahrscheinlichkeit
den groBten Cluster einer Perkolationskonfiguration isoliert zu studieren. Man benotigt
demnach nicht einen Algorithmus, der nachtriglich aus einer Besetzung des Gitters die
Cluster identifiziert.

Das Perkolationsmodell wird zum Studium von geometrischen Eigenschaften von Pha-

seniibergdangen zweiter Ordnung verwendet. Hierbei werden mit einer vorgegebenen Wahr:

scheinlichkeit p Gitterplidtze besetzt. Dabei entstehen Cluster von zusammenhéingenden
besetzten Pldtzen. Ein Cluster wird als eine maximale Zusammenhangskomponente defi-
niert, d.h. zwei besetzte Gitterpunkte gehoren zu einem Cluster, wenn sie nichste Nach-
barn sind. Gitterpunkte sind dann néichste Nachbarn, wenn ihre Entfernung genau eine
Gitterkonstante ist.

Unterhalb eines kritischen Werts p. treten nur kleine Cluster auf. Genau am kritischen

Wert p. tritt zum ersten Mal, im Limes unendlich groer Systeme, ein Cluster auf (im
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Mittel), der durch das gesamte System hindurchgeht. Mit anderen Worten: der Cluster
perkoliert durch das System.

Man kann fiir dieses geometrische Modell Grofen analog zur Magnetisierung, Suszepti-
bilitét etc. erklidren und wie beim thermischen Phaseniibergang analysieren. In der Tat ist
eine spezielle Formulierung des Perkolationsmodells dem Ising-Modell fiir den Ferroma-

gnetismus isomorph.

Das Perkolationsmodell kann auf viele verschiedene physikalische Systeme angewen-
det werden. Beispiele sind die Gelation von makromolekularen Systemen (Sol-Gel-iiber-
gang), die Gewinnung von Ol aus porosem Gestein, wobei das Gestein als perkolierendes
System betrachtet wird, das Studium von Fraktalen (der groBte Cluster in einer Perkolati-

onskonfiguration ist am Perkolationspunkt ein Fraktal oder die Anomale Diffusion).

Perkolation 146t sich auch unter dem Aspekt der Strukturbildung untersuchen. Dazu be-
trachtet man einen ausgezeichneten Cluster und formuliert fiir diesen einen Wachstumsal-
gorithmus. Das Wachstum des Clusters bricht dabei unterhalb der Perkolationsschwelle
pc nach endlich vielen Zeitschritten ab und fiihrt damit zu kleinen kompakten Clustern.
An der Perkolationsschwelle wird ein im Prinzip unendlich groBer Cluster, der Perkola-
tionscluster erzeugt. Oberhalb pc werden ebenfalls unendlich groe Cluster erzeugt, die

nun jedoch wieder kompakt sind.
Methode

Die Methode, um Perkolation mit Hilfe des Leath-Algorithmus zu studieren, ist die Monte-
Carlo-Methode. Hier tritt sie in der einfachsten Weise auf. Jede Konfiguration eines Clus-
ters wird unabhingig voneinander erzeugt (Simple Sampling-Verfahren). Zur Erzeugung
einer Konfiguration benutzt man Zufallszahlen. Man erhilt dann eine Realisierung ei-
nes Clusters aus dem Raum der moglichen, die mit der gegebenen Wahrscheinlichkeit p
konsistent sind. Es tritt keinerlei Wichtung der erzeugten Konfigurationen auf. Jede hat
das gleiche statistische Gewicht, wenn man Observablen fiir einen Cluster, z.B. seinen
Radius, seine Masse, berechnet.

Algorithmus

Wir nehmen an, dass wir einen Cluster mit N besetzten Pldtzen erzeugen wollen. Das Git-
ter sei der Einfachheit halber ein einfach quadratisches, d.h. jeder Gitterplatz hat genau
vier nachste Nachbarn. Die Besetzungswahrscheinlichkeit sei p. Wir starten mit einem
besetzten Gitterplatz. Dieser hat genau vier unbesetzte ndchste Nachbarn, die potentiell
zum Cluster gehoren konnen. Diese Nachbarn werden in eine Liste eingetragen als mogli-
che Clusterplétze. Nun wird fiir jeden dieser Pldtze aus der Liste eine Zufallszahl gezo-
gen und der Platz mit der Wahrscheinlichkeit p besetzt oder mit der Wahrscheinlichkeit

g = (1 —p) unbesetzt gelassen. Es ist nun ein neuer Cluster entstanden. Dieser hat wieder
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Gitterplitze, die nichste Nachbarn sind und unbesetzt sind. Diese Liste der unbesetzten
Perimeterplitze wird wieder durchgegangen. Der Algorithmus erzeugt dann genau einen
Cluster.

Fiir p kleiner als die Perkolationswahrscheinlichkeit entstehen nur kleine Cluster. Man
muss eine Vorkehrung treffen, so dass der Algorithmus terminiert, wenn kein Speicher-
platz mehr vorhanden ist, eine vorgegebene Anzahl von besetzten Plitzen erreicht wurde
oder nach der Erzeugung der neuen Perimeterliste kein Element ausgewihlt wurde (das
“Wachstum”” des Clusters stoppte, Interpretation als Wachstum von fraktalen Objekten).
In dem unten ausgefiihrten Algorithmus ist nur eine Variante der Terminierung verwirk-

licht! Thre Aufgabe besteht unter anderem darin, die anderen Varianten einzufiihren.

Algorithm 6 Leath-Algorithmus

1: erzeuge eine Liste mit einem besetzten Gitterplatz

2: BesetztCounter = 1

3: erzeuge eine Liste mit den Perimeterplédtzen zu den besetzten Plidtzen
4: PerimeterCounter = 4

5: while BesetztCounter < N do
6:  PerimeterSite =0

7. while PerimeterSite < PerimeterCounter und BesetztCounter < N do
8 erzeuge Zufallszahl r

9

if » <p then
10: fiige den Gitterplatz an die Liste der besetzten an
11: erhohe BesetztCounter um 1
12: markiere Listenelement in der Perimeterliste
13: end if
14: erhohe PerimeterSite um 1

15:  end while

16:  10sche alle markierten Elemente aus der Perimeterliste

17:  weise PerimeterCounter neuen Wert zu

18:  ClusterSite =0

19:  while ClusterSite < BesetztCounter und BesetztCounter < N do

20: suche die unbesetzten nidchsten Nachbarplitze

21: fiige unbesetzte nichste Nachbarplitze der Perimeterliste zu
22: erhohe den PerimeterCounter

23: erhohe ClusterSite um 1

24:  end while
25: end while
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Implementierung

Die Implementierung des Leath-Algorithmus kann durch verkettete Listen erfolgen. Diese
Datenstruktur bietet sich fiir die notwendigen Operationen ,Einfiigen* und ,,Ausfiigen*
an. Ein unterliegendes Gitter, d.h. ein zweidimensionales Feld, sollte nicht mitgenommen
werden, da dieses notwendigerweise sehr grofl dimensioniert werden muss. Zu bedenken
ist, dass wir an einem Cluster am oder nahe dem Perkolationspunkt interessiert sind. Dort
ist der Cluster fraktal. Fraktal bedeutet, dass das Verhiltnis von der Anzahl der besetzten
Pldtze zu den moglichen Plitzen, fiir groBe Gitter, gegen Null geht! Also wiirden, wenn
wir gro3e Cluster erzeugen wollten, fast alle Gitterpldtze unbesetzt bleiben! Deshalb ist
eine Liste die geeignete Speicherform fiir gro3e Cluster.

Es erweist sich als niitzlich, eine Reihe von Routinen zur Behandlung von Listen fiir
dieses Problem zu schreiben. Entscheiden Sie, ob Sie eine einfach oder doppelt verkettete
Liste benotigen.

Hinweise und Tipps Sollten Sie die Perkolationswahrscheinlichkeit fiir das (Site-) Per-
kolationsproblem suchen, schauen Sie in das Biichlein von D. Stauffer.

Aufgabe

1. Schreiben Sie ein Programm, welches bei vorgegebener Perkolationswahrschein-
lichkeit p einen Cluster von belegten N Plidtzen durch den Leath-Algorithmus er-

zeugt.

2. Berechnen Sie die Perkolationswharscheinlichkeit p. und bestimmen Sie die frak-

tale Dimension d des Perkolationscusters in d = 2
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7.5 Ubungen

1. Konvexitat
Ein magnetisches Spinsystem befinde sich im Gleichgewicht bei der Temperatur 7'.
Sei 1 das magnetische Moment eines Spins und M die mittlere Magnetisierung pro
Spin, also —p < M < p. Die Freie Energie pro Spin bei gegebener Magnetisierung
sei F'(M).

a) Berechne das Magnetfeld H, bei gegebener Freien Energie

0, M| < 1/2

F(M) = A{
(IM/ul /22 1> [M/u| > 1/2,

wobei A konstant sei.

b) Jemand behaupte die Freie Energie sei in Wirklichkeit

F(M) = X[(M/u)* = (M/p)?]

Ein Student, welcher die Vorlesung genau verfolgt hat, antwortet sofort, dass
dies nicht moglich sei, da es gegen ein fundamentales Prinzip der Thermody-

namik versto3t. Welches Prinzip ist das?

c) Diskutiere anhand eines Beispiels, was passieren konnte, wenn dieses Prinzip

nicht erfillt wire.

2. Curie-Weiss Modell
Betrachte ein Kristall aus N Atomen (N ~ 10?*) mit den Spins s; = +1/2. Das
magnetische Moment des i-ten Atoms sei ji; = gupS;, wobei up = eh/2mc das
Bohr Magneton sei und g eine Konstante (Lande g-Faktor). Die Atome wechselwir-
ken nicht miteinander und befinden sich im Gleichgewicht bei der Temperatur 7" in

einem externen Magnetfeld H = HZ.

a) Zeige, dass die Zustandssumme Z = (2 coshn)® ist, mitn = gupH /2kT.

b) Berechne die Entropie des Kristalls (betrachte nur die Beitrige der Spins).
Was ergibt sich fiir ein starkes (7 > 1) und ein schwaches (7 < 1) Feld?

¢) Um Substanzen unterhalb von 1 K abzukiihlen, benutzt man die adiabatische
Entmagnetisierung. Dabei wird das magnetische Feld, welches auf die Sub-
stanz wirkt, von 0 auf H, erhoht, wihrend die Substanz sich in einem Wirme-
bad der Temperatur 7}, befindet. Dann wird die Substanz thermisch isoliert und
das Magnetfeld auf H, < H, reduziert. Was ist die endgiiltige Temperatur der
Substanz?
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d) Die Magnetisierung M und Suszeptibilitit y sind definiert durch M = (3> (11;).)
und y = M/H. Berechne M und x. Was ergibt sich fiir ein schwaches Feld?

e) Nun wechselwirken die Atome mit all ihren n nidchsten Nachbarn. Dazu neh-
men wir an, dass die nidchsten Nachbarn ein mean field” H generieren, wel-
ches auf das Atom wirkt

N
gnsH = 200> (Sk):)
k=1
wobei « ein Parameter sei, der die Stirke der Wechselwirkung beschreibt.
Benutze diesen Ansatz zusammen mit dem Ergebnis aus Teil d), um die Sus-
zeptibilitédt x fiir ein schwaches Feld auszurechnen. Bei welcher Temperatur
T, wird x unendlich?

3. Zweidimensionales Gas
Betrachte ein zweidimensionales einatomiges Gas aus N Teilchen der Masse M
bei der Temperatur 7', welches sich nur in der xy-Ebene bewegt. Das Volumen wird
somit zur Flache und der Druck ist definiert als Kraft pro Einheitslédnge.

a) Was ist die Anzahl der Molekiile mit Geschwindigkeiten zwischen v und
v+dv? (Alle Annahmen fiir die klassische Geschwindigkeitsverteilung sollen
gelten.)

b) Gebe die Zustandsgleichung an. (Beziehung zwischen Druck, Temperatur etc.)

c) Berechne die spezifischen Wirmen bei konstanter Flache (C'y/) und bei kon-
stantem Druck (Cp).

d) Gebe eine Formel, fiir die Anzahl der Molekiile an, welche eine Einheitslinge
(der Flichenbegrenzung) wirend einer Zeiteinheit treffen. Driicke diese durch

N, A, T, M bzw. anderer notwendiger Konstanten aus.

4. Eine Substanz habe 2 Phasen, NV und S. Im normalen Zustand, der /NV-Phase, ist die
Magnetisierung M vernachlédssigbar. Bei der konstanten Temperatur 7' < T, werde
das magnetische Feld H unter die kritische Feldstérke

H.(T) = H, [1 - (%)2

gebracht. Dabei gibt es einen Phaseniibergang zur S-Phase, in welcher das Magnet-

feld B = 0 innerhalb des Materials ist. Das Phasendiagramm ist in der Abbildung
gezeigt.
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N phase
B30 N phase
S phase phase

B=0

S

r He
(r =const<Tg)

T

Abbildung 7.10:

a) Zeige, dass die Differenz der Gibbs Freien Energien (in cgs-Einheiten: M =
— H /47) zwischen den beiden Phasen bei der Temperatur 7' < T, gegeben ist
durch

Gs(T, H) ~ G (T, H) = - [ ~ HX(T)]

™
b) Berechne die latente Wirme bei H < H, fiir den Ubergang von N nach S.

(Tipp: Man kann so dhnlich vorgehen wie bei Clausius-Clayperon.)

¢) Berechne die Diskontinuitiit der spezifischen Wirme bei H = 0 beim Uber-

gang von N nach S.

d) Ist dies ein Phaseniibergang erster oder zweiter Ordnung?

5. In der Landau-Theorie kann man die Freie Energie eines Ferromagneten als Funk-

tion der Magnetisierung in der folgenden Form schreiben:
F=—HM+ Fy+ A(T —T,)M* + BM*

wobei H das Magnetfeld sei und Fy, A, B positive Konstanten, 7" die Temperatur

und 7, die kritische Temperatur.

a) Welche Bedingung an die Freie Energie bestimmt den thermodynamisch wahr-
scheinlichsten Wert der Magnetisierung M im Gleichgewicht?

b) Bestimme den Gleichgewichtswert von M fiir T" > T.. Skizziere den Verlauf

von M gegen T fiir kleines konstantes .

c) Diskutiere die physikalische Bedeutung der Temperaturabhingigkeit von M
fiir 7' (aus Teil b) ) in der Umgebung von T, fiir kleine H. Betrachte hierzu
die Losungen fir H =0und H # 0 fir ' < T.,T =T.und T > T, und un-
tersuche sie auf Stabilitdt. Wann ist die Substanz para- bzw. ferromagnetisch?
Was fiir eine Art Phaseniibergang hat man fiir H = 0 bzw. H # 0?

6. Das Hochtemperaturverhalten von Eisen kann wie folgt zusammengefasst werden:
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a) Unterhalb von 77 = 900°C' und tiberhalb von 75 = 1400°C' ist «-Eisen die
stabile Phase.

b) Fiir 77 < T < T ist v-Eisen die stabile Phase.
c) Die spezifische Wirme jeder Phase sei konstant: C,, = 0.775.J/g und C, =
0.690.J/g.

Was ist die latente Wirme bei den Ubergingen? Wihle die Entropie bei 7} Null fiir
die a-Phase und betrachte den gesamten Prozess als isobar. Skizziere ein p — 7" und

ein S — T Diagramm.
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8 Quantumstatistik

8.1 Bosonen und Fermionen

Wir wollen mit einem Beispiel starten.

Beispiel 8.1.1 (Quantenmechanischer Oszillator)
Die Energieniveaus eines Oszillators mit Frequenz v sind durch
1 3 1
€= §hy, §hy,...(n+§)hu (8.1)
gegeben. Angenommen, ein System sei aus [V fast unabhéingigen Oszillatoren zusammen-

gesetzt:

1
E=_Nhw+Mw MeN | (8.2)

Sei n; die Quantenzahl des i-ten Oszillators

Wir miissen nun das Gewicht W), d.h. die Anzahl der moglichen Zustinde, die das Sys-
tem mit Energie F hat, berechnen.
Wegen M = vazl n; miissen wir ausrechnen, wieviele Moglichkeiten es gibt, M Biille

in NV Urnen zu verteilen.

(M + N —1)!
Wy = —c— 8.4
M UMI(N = 1) 84
und damit
Wegen M >> 2 konnen wir die Stirling-Formel anwenden (z In x — z) und erhalten
S=kg{(M+N)In(M+N)—MIn M—NIn N} (8.6)

und damit
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oS 1 oS oM
OE T OM OF
o M+ N\ OM
- BTy ) ok
kg (E/N + %hu)
= | e
hv E/N — shv
Insgesamt erhalten wir
1
E + ?Nhy _ th/k?BT (87)
E — 5Nhv
woraus . .
v
folgt.

Angenommen ein System aus /V Teilchen sei der Art, dass die Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen nur schwach ist. Dann erhilt man die Einteilchenzustinde aus der

Schrodingergleichung

HYi = €y, (8.9)

wobei 1; die Wellenfunktion und ¢; die dazugehorige Energie des Quantenzustands ist.

Jeder der Zustinde hat eine Besetzungszahl n;

= {TLZ} = (nl,n2, c. ) (810)

und da die Teilchen nicht unterscheidbar sind, gibt {n,} das gesamte System an

El: E E;n;.
i

Fiir Fermi-Teilchen heif3t dies n; = 0, 1, fiir Boson-Teilchen n; = 0,1,2, 3, .. ..

Fiir ein System im thermodynamischen Limes (/N stets gro3) gilt

1

(n;) = e Fermionen
1
<nz> = m Bosonen

wobei 71" die Temperatur des Systems ist und ;o das chemische Potential des Teilchens.

Im obigen Beispiel haben wir also die Bose-Verteilung abgeleitet.
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0,5+

eta
_— Klassische Verteilung

Bose-Einstein Vertei...

Fermin-Dirac Verteilung

Abbildung 8.1: Bose- und Fermi-Verteilungen

Sei Zy = > (ni} e~P2icm die kanonische Zustandssumme, dann gilt fiir die grofkano-

nische Zustandssumme

9]
Zg = Y eNzy
N=0

_ i Z B 2Zi(u—ei)n;

N=0{n;}

= Z Z P (e

niy n2

_ H Z ePu—ei)ni

fiir Bosonen n; € N und daraus folgt

Z ePlu—eidu  — Z x" , R P |
n=0 u=0
1
1 — eBlu—e)

und fiir Fermionen u; = 0, 1

$ Pz — gy Hlue)
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Zusammengefasst mit — fiir die Bosonen und + fiir die Fermionen

Z oBlu—eiu _ [1 == eﬁ(ﬂ_fi)} Fl (8.11)

also
Ze =[] 1 ¥ =)™ (8.12)

)
Nun ist
eﬁ(ﬂ_ei)ni H;- Zno. eﬁ(u_sa)uﬂ

P(n;) = 7 , (8.13)

wobei []' das Produkt ohne den Zustand i meint und der Zihler die Summe iiber alle

Quantenzustinde mit {u, } mit dem gleichen n;. Damit folgt

Zni eBlu—ei)n;

und wir erhalten fiir den Erwartungswert der Teilchenzahl

P(n;) = (8.14)

o0
<ni> = Y nP(n)
n;=0

Z nzeﬁ(ﬂ_ez)nl
> eBp—ei)n;
_ 10 N e
Bop =

————
bekannt

— lg B(pu—e:)
= :Fﬁ o In [1 Fe ]

618(:“'751')

1 F ePlu—ei)
1

eB(ei—p) F1

8.2 Bose-Einstein-Kondensation

Sei N ein ideales Bose-Gas im Volumen V' und [V die Anzahl der Teilchen im niedrigsten
Einteilchenzustand (p = 0) und N’ die mit p # 0. Dann gilt
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1
N = Z eﬁ(ai—ﬂ) —1

i

= N0+N/

. 9o r_ 1
No = e N —Zeﬂ(ei—u)_l’

i#0
wobei g, dei Entartung des Grundzustands £y = 0 ist. (0.B.d.A go = 1)
Die Summation iiber ganze Zahlen kann ersetzt werden durch eine Integration:

Quantenzahl <« entspricht einem Wellenvektor k

ny = +£0,£1, . .. ke =25 -,
L 3
> fk) = (2—) / fk)d’k (8.15)
- s
Fiir ein freies Teilchen gilt € = %, also
h
D e =y A= ——— (8.16)
” 2mmkT
Die Zustandsdichte eines freien Teilchens ist
om\ */?
D(e) = 27V <?) 172
somit erhalten wir fiir N’
om\¥? [ Ve
ro_ 2 S
N = 27V ( 2 ) | e = 1alz—: (8.17)
2rmkT \ *
=V ( 2 ) F35(ar) o= —0u (8.18)
wobei
2 < x
F: = — — 8.19
3/2(04) NG ( )
= ) e /nt? (8.20)
n=1
Fypala) < Fyp(0)=) n™*?~2612 (8.21)
n=1
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Daraus folgt

3/2
N <V (27”””) 2,612 = N._(T) (8.22)

h2 max

N ,..(T) ist monoton fallend und N — N/ _(T) ist die Anzahl der Teilchen mit ¢y = 0

max

folgt

2wmmkT.\>?* N
N =N'_(T. 2612 ————= = — 8.23
(D) 2otz (P 8.2
8.3 Klassischer Grenzfall
Wir betrachten nun den Fall
eEimm/RT 5, 1 = <n; >=e M8 Boltzmann Statistik
und weiter
N =e"?) e (8.24)
mit € = % und damit
Vv 2
N = e“ﬁﬁ e 2P dp (8.25)
2rmkT)3/?
eu/kTvu (8.26)
L3
also \
N h
o — 8.27
TV 2rmkT) 8:27)
Nun ist
elEmmf s o <n; >< 1.
Dies gilt fiir alle ; > 0 dann, wenn
VY2 h
a=|— > — de Broglie-Wellenlinge
(N ) vV 2mmkT g g
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woraus

N
— KT In (A3
k()

folgt.

Betrachten wir nun die Entropie S = k In Z, die gegeben ist durch

S=kY [~ <n>In<n >FOAF <n; >)In(1F < n; >)]

oder durch die folgende Ableitung

Za = Z AN Zy wobei A = ef#

N=0

mit

1 —pp?/2m "
Iy = N1N e dxdp

3N
1 N (27kaT) 2

N! h2

Also fiir

N

I
WE
=%
N
N

S

™
S
~—.

2
Il
o
N

Fiir die Energie erhalten

Oln f
op

30 2rm
_ N2
205 ™ {V h%}

E = —-N

(8.28)

(8.29)

(8.30)

(8.31)

(8.32)

Mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Beziehung (£ — T'S + PV — uN = 0) konnen wir die freie

Energie und die Entropie berechnen
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uN = PV+E-TS
= NKT +F

3
F = NkT {m (N;B)—1]

s = Sp=mn{m|gg]+ 3}

or NA3 2

8.4 Ubungen

1. Fermi-Statistik
Die Zustandsdichte von nicht-wechselwirkenden Elektronen sei durch eine Kon-
stante D beschrieben fiir positive Energien ¢ > 0 (D = 0 fiir ¢ < 0), und die
Gesamtzahl der Elektronen sei V.

a) Berechne das chemische Potential bei 0° K.

b) Zeige, dass unter der Bedingung N < DET das System nicht entartet ist (d.h.

sehr kleine Besetzungszahlen).
c) Zeige, dass die spezifische Wiarme C'y proportional zur Temperatur 7" ist, falls

das System stark entartet ist.

2. Bose-Einstein-Statistik

a) Definiere in der Quantenmechanik die Einteilchen-Dichtematrix in der Orts-
darstellung ((7]p|7")). Gehe hierzu zunichst von der Energiedarstellung aus

und transformiere diese dann in die Ortsdarstellung.

b) Fiir ein System von N identischen freien Bosonen sei die Dichtematrix
1 ik-7
p(7) = 5 (N
k

wobei (N,,) die thermisch gemittelte Teilchenzahl zum Impuls % fiir Bosonen
sei.

i) Gebe (NVy) an.

ii) Berechne p(7) implizit. Das Integral soll soweit wie moglich vereinfacht

werden, muss aber nicht berechnet werden.
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iii) Diskutiere das Verhalten von p(7) fiir r — oo, wenn die Temperatur T’

vonT' < T.nachT' > T, geht. T, sei die Bose-Einstein-Kondensationstemperatur.
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9 Anhang

9.1 MaBtheorie

Zunichst einiges aus der MaB3—Theorie.

Definition 9.1.1 Sei Q2 # 0 und A C POT(S)). Dann

i.) A heifit vereinigungsstabil: VA, B € A: AUBe A

ii.) A heifst Ring iiber 2.

1) 0he A
2.) A vereinigungsstabil
3) ABEAA-BecA

iii.) A heifst Algebra iiber (2.

1) Qe A
2.) Avereinigungsstabil
3)VAc A:Ac A

iv.) A heifst c-Algebra iiber (2.

1) Qe A
2)VAc A:Ac A
3.) Y(Ap)nen, An € A: U, en An € A

Die kleinste o-Algebra iiber 2 ist: A = {0, Q2}. A = POT(Q) ist die groBte o-Algebra

iiber €.

Sei mit R = R U {+00, —0o} der Abschluss von R bezeichnet.

Definition 9.1.2 Sei A ein Ring iiber Q und i A — R
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1. 1 heif3t positiv:
pu(@) =0undV € A: p(A) >0

2. heifit additiv:
V,Be A, ANB=10: u(AUB) = u(A) + u(B)

3. u heifit o-additiv:
v (An)neN ) An € A? UnEN A" € 'A
Vn,m e N,n #m,A, N A, =0:

H ((An)neN) = ZnEN 1(An)

4. p heif3t PramaB:
1 positiv und o-additiv

5. p heif3t MaB:
1 ist Pramaf3 und A ist eine o-Algebra

6.  heifst Wahrscheinlichkeitsmafl (W-MaB):
wist Mafs und (1(2) =1

Sei A eine o-Algebra iiber 2 und w € €. Die Abbildung 1 : A — R sei durch

0 fallsw¢ A
n(A) =
1 fallswe A

( ist ein W-MaB und heifit Dirac-MaB.

In einer laxen Schreibweise ist
o~ H@)/kBT g,

das Gibbs-MaB.

Ein weiteres MaB, an dem wir interessiert sind, ist das mikrokanonische Maf
§ (H(x) — E)dx
Definition 9.1.3

i.) Ein Paar (2, A) heifit Messraum:
Q # 0 und A ist eine o-Algebra iiber ).

ii.) Das Tripel (2, A, 1) heifst MaBraum:
(Q,.A) Mefiraum und 1 : A — R ein Map.
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Definition 9.1.4 Seien ({2, A, 1) ein Mafiraum, (QV', A") ein Messraum und | eine Abbil-
dung f : Q2 — Q).

1. f heifit (A, A’)-messbar:
VeAd: [FHA)e A

2. Sei f (A, A')-messbar und ji' : A" — R definiert durch y'(A") = p(f~1(A")),
V' € A', dann heifst 11/ das Bild von 1 bzgl. f (1/ = f(p))

Definition 9.1.5 Sei (2, A, u) ein Mafiraum, (', A’") ein Mafiraum
und X : Q — V.

(i) (2, A, p) heifpt W-Raum < i ist ein W-Map.

(ii) (2, A, u) sei ein W-Raum und X (A, A') messbar,
dann heifst X (A, A’)-messbare stochastische Variable.

(iii) Ist (2, A, p) ein W-Raum und X (A, A’)-messbare stochastische Variable, dann
heif’t das Bild von . bzgl. X die Verteilung der stochastischen Variablen X.

Ist (€2, A, 1) ein W-Raum und wihlt man als Abbildung X : 2 —  die Identitit, dann
ist das Bild von p bzgl. X wieder u. Damit kann jedes W-Maf3 . als Verteilung einer

stochastischen Variablen aufgefasst werden!

Definition 9.1.6 (2, A, ;1) heifjit Laplacescher W-Raum: <
1. | =neN
2. A= POT(Q)

3 VweQp({w)) =+ .

9.2 Gesetz der groBen Zahlen

Im Folgenden sei stets (2, A, 1) als W-Raum vorausgesetzt.

Definition 9.2.1 Seien X, Y stochastische Variable.

1. (X) = [, Xdpu heift Erwartungswert von X.

2. Sein € Nyn > 0,a € R.((X — «)™) heifst n-tes Moment von X bzgl. a. (X™)
heif3t n-tes Moment von X.
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3. Sei (X) endl. T := (X — (X))?) heift die Varianz von X.

4. Sei (X),(Y) (XY)endl cov[X,Y] := (X — (X)) (Y — (Y))) heifst Kovarianz
von X undY .

5. X undY heiflen unkorreliert, wenn cov[X,Y| = 0.

6. p(X,Y) = cov(X,Y]/\/o(x)o(y) heifit Korrelationskoeffizient, falls 0 < o(z),0(y) <

Q.

7. Lo(p) == {X] (| X|") < oo}, € R,a > 1 (Menge der iiber (2, A, 11) definierten

reellwertigen stochastischen Variablen mit endlichem Moment)
Wir miissen uns nun mit der Konvergenz von Folgen stochastischer Variablen befassen.
Definition 9.2.2 Sei (X,,),cn eine Folge stochastischer Variablen.

1. (X,)nen konvergiert gegen X (X, — X), .
gdw fiir alle w € Q : lim,, o, X,,(w) = X (w)

2. (X,)nen konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X (X, — X), .
gdw AN € M, u(N) = 0, fiir alle w € N : lim,, . X,(w) = X (w)

3. (X,)nen konvergiert yi-stochstisch gegen X (X, LN e ) n—oo
gdw fiiralle e € R, e > 0 : lim,, o, p({w € Q|| X, (w) — X (w)| >€) =0

4. X und X,,,n € N € L,(1)
(X, )nen konvergiert im a-ten Mittel gegen X (X, = X), o
gdw lim,, (| X,, — X|*)/* =0

Bemerkungen:

1. a = 1 bedeutet Konvergenz im Mittel.

«a = 2 bedeutet Konvergenz im quadratischen Mittel.
2. Falls (X,, — X),oo und (X, 3 X), o, folgt (X, & X), o
3. <|X, — X|* >/ definiert eine Norm auf dem Raum L, (1)

Definition 9.2.3 Sei (X,,),en eine Folge stochastischer Variablen mit X,, € Li(u).

1. (X,)nen geniigt dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen
gdW % Z?:l(XZ— < X; >) LA Ofurn — 00

2. (X,)nen geniigt dem starken Gesetz der groen Zahlen
gdw LY (X, < X; >) — O(u) fiir n — oo
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9.3 Verallgemeinerte homogene Funktionen

Im Folgenden wollen wir Eigenschaften homogener und verallgemeinerter homogener

Funktionen betrachten.

Definition 9.3.1 Eine Funktion f(r) heifit homogen, falls eine Funktion g(r) existiert,

so dass
omA€R: f(Ar)=g\)f(r).

Beispiel 9.3.1
Ein einfaches Beispiel ist die Funktion

fr) = ar?
Sie ist eine homogene Funktion mit g(\) = \2.
Wir wollen kldren, wie g(\) aussieht. Es gilt

fQur)) = g\) f(ur) = g(\)g(p) f(r),

andererseits

F(u)r) = g(Au) f(r)

= g(Au) = g(N)g(u)

Nehmen wir an, g sei differenzierbar, dann folgt

ag (i) = Ag' (M) = g(N)g'(n)
I

Wihle ;1 = 1 und definiere ¢'(p = 1) =: p

Dann

0 Sy

@g(k) = Ag'(A) = g(N)p 9.1

g\ _ d _f
= o oy log g(M)] =+ 9.2)
= log g(A) =plogA+c (9.3)
= g(A) = €N 9.4)
- g (A) =per! 9.5)
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wegen ¢'(1)=p folgt p=pe(1)P~t. Wihle ¢ = 0, dann
gA) =3 . (9.6)
Definition 9.3.2 p heifit der Grad der Homogenitiit.

Wir wollen dies nun verallgemeinern.

Definition 9.3.3 Sei x € IR" und f(x) eine Funktion. Falls eine Funktion g(.) existiert,

so dass
omA€IR: f(Axy,..., \x,) =g\ f(z1,...,2n),
dann heifit f(x) homogen.
Wir beschrinken uns im Folgenden auf homogene Funktionen mit zwei Argumenten

fQz, Ay) =N f(z,y) . 9.7)

Aus physikalischen Griinden konnen wir annehmen, dass weder x noch y je Null werden

f (%%) — [P f(z,y) 9.8)

Die linke Seite ist nur noch formal eine Funktion zweier Parameter und wir definieren

Fif(z) = f(£l,2) | (9.9)
dann erhalten wir
flx,y) = |2 FE (%) , 9.10)

d.h., f hédngt von y nur durch das Verhiltnis y/|z| ab. Wenn f(z,y) = |z|PF (%), dann
ist f eine homogene Funktion.

Diese Charakterisierung hat eine wichtige Konsequenz: Findet man eine Abhingigkeit

f(z,y) = |l F (i) , (9.11)

|z]
dann ist f homogen fiir eine beliebige Funktion F.
Erinnert sei in diesem Zusammenhang an die Skalenplots. Bei diesen trdgt man auf der
Abszisse y/|z| und auf der Ordinate f(z,y) - |x| 7 auf.
Natiirlich gilt das Obige ebenso fiir die y-Variable.
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Siehe dazu auch die Eulersche Relation

efe +yfy =A(2y) (9.12)

Satz 9.3.1 Wenn f(x,y) auf einer geschlossenen Kurve um den Ursprung bekannt ist,

dann ist f iiberall festgelegt und der Grad der Homogenitdit ist bekannt.

Beweis:
Sei C eine solche Kurve. Es gilt = = y—yc entlang der Geraden GG. Definiere

f(x,y) = f(Axe, Mye) = N f(2e, Ye).

Definition 9.3.4 Eine Funktion f(x,y) heifit verallgemeinerte homogene Funktion,
falls es ay,ay € IR gibt, so dass

fOAz, AX?y) = Af (2, y).

a1 und as heiflen die Skalenexponenten.
Beispiel 9.3.2

f(z,y) = yz* + o
(Helmholtz-Freie-Energie) in der Nihe des kritischen Punktes, (Landau-Theorie)
(a1,a2) = (1/2,1/4)

Satz 9.3.2 Wenn f(x1,x2) eine verallgemeinerte homogene Funktion mit Skalenexponent

ay ist, dann ist die partielle Ableitung
itk

J ..k
Ox10xs

eine verallgemeinerte homogene Funktion mit Skalenexponent (a; — ja; — kas).
Beweis:
trivial

Satz 9.3.3 Wenn f(x1,x2) eine verallgemeinerte homogene Funktion mit Skalenexponent

ay ist, dann ist die Legendre-Transformation

f(Z1,22) == f(21,22) — 2174

eine verallgemeinerte homogene Funktion mit dem Skalenexponenten ay. Der Skalenex-

ponent der transformierten Variablen ist a; = ay — a;.
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9.4 Ubungen

1. Zeige:

fA% 2, Ay) = X f(x,y)

bietet keine Verallgemeinerung fiir die verallgemeinerten homogenen Funktionen.
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o-Algebra uber €2, 197

k-te Moment, 25

n-tes Moment von X, 199

n-tes Moment von X bzgl. o, 199
Ubergangsmatrix, 46

homogene Funktion, 57

n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit, 46

Periode von z, 46

Adiabatengleichungen, 79
adiabatisch, adiabatic, 55
adiabatischer ProzeB3, 55
Algebra uber €2, 197

Anti-Ferromagnetismus, anti-ferro-magnetism,

135
aperiodisch, Markovkette, 46
Arbeit, 54

Austauschwechselwirkung, exchange coup-

ling, 135
Avogadro-Konstante, 7

Bayes-Gesetz, 22

bedingte Verteilungsfunktion, conditional
distribution, 30

Bernoulli-Variable, 24

Bernoulli-Verteilung, Benoulli distributi-
on, 24

Binomial-Verteilung, bionomial distribu-
tion, 27

Binomialverteilung, 45

Bose-Teilchen, 188

Boyle-Mariotte Gesetz, 78

Chapman-Kolmogorov Gleichung, 46
Clausius Definition, 57

Clausius-Clapeyron-Gleichung, 164

Dampfdruckkurve, 164

de Broglie-Wellenlédnge, 192
Dichte, density, 8

Dichtematrix, density matrix, 14
Dichteoperator, density operator, 14
Dirac-Mas, 198

diskreter ProzeB3, 45
Duhem-Gibbs-Relation, 164

Einstein-Modell, 58
Elementarereignis, atom, 21

Energie, 54

Ensemble, 68

Ensemblemittel, ensemble average, 67
Enthalpie, enthalpy, 75

Entropie, entropy, 56
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Ereigniss, event, 21

ergodisch, ergodic, 68

Erwartungswert von X, 199

Excess, 26

excluded volume interaction, 84

exponentielle Autokorrelationszeit, 177

extensive GroBe, 54

extensive Observable, extensive observa-
ble, 8

Fermi-Teilchen, 188

Ferromagnetismus, ferro-magnetism, 135
freie Energie, 116, 203

freie Energie, free energy, 73

Freie Enthalpie, 80

fugacity, 93

Fugazitit, 93

Gas, ideales, ideal gas, 77

Gaskonstante, universelle, ideal gas con-
stant, 78

Gauss-Verteilung, 27

Gay-Lussac, 78

Gesetz der groB3en Zahlen ,starkes, 200

Gesetz der groflen Zahlen, schwaches ,
200

Gibbs-MaB, Gibbs measure, 23

Gibbssche Potential, 75

Gleichgewichtsverteilung, 47

gleichverteilt, uniformly distributed, 24

Gleichverteilung, 25

Grad der Homogenitit, 202

GroBkanonisches Ensemble, 71

grofkanonisches Potential, grand cano-
nical potential, 75

Grundzustand, ground state, 136

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, 11

homogene Funktion, 201
homogene Funktion, verallgemeinerte, 203
Hypergeometrische- Verteilung, hypergeo-

metric distribution, 28

ideale Gasgleichung, 78

integrale Autokorrelationszeit, 177

intensive GroBen, 9

intensive Observable, 8

intensive Observable, intensive observa-
ble, 8

invariante Verteilung, 47

irreduzibel, Markovkette, 46

Irrfahrt, 37

Ising Modell, Ising model, 135

isobarer Prozess, isobaric process, 55

isochorer Prozess, 55

isotherm, isothermal, 56

Keimbildung, nucleation, 135

Keimbildungsrate, 167

Kohérenzlinge, 31

Kompressibilitit, 115

Kompressibilitit, isotherme, 90

Konfiguration, 10

konjugierte Variablen, 114

konvergiert j-stochstisch gegen X, 200

konvergiert gegen X, 200

konvergiert im a-ten Mittel gegen X, 200

konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 ge-
gen X, 200

Koordinationszahl, 139

Koordinationszahl, coordination number,
138

Korrelation, correlation, 30

Korrelationskoeffizient, 200

Korrelationsldnge, correlation length, 30
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Kovarianz, 200
Kreisprozess, 73
kritischer Punkt, 90

Langevin-Gleichung, 69

langreichweitige Ordnung, long-range or-
der, 137

Laplacescher W-Raum, 199

Legendre Transformationen, 116

Legendre-Transformation, 75

Liouville-Gleichung, 13

Loschmidt-Zahl, 7

Magnetisierung, 136

Makrozustand, 112

marginale Verteilungsfunktion, marginal
distribution, 29

Markov-Prozess, 70

Markovkette, 45

Markovprozesse, 177

Mas, 198

Masraum, 198

Mastergleichung, 37

Maxwell-Boltzmann-Verteilung, 35

Maxwell-Verteilung, 80

Messraum, 198

mikrokanonische Ensemble, 68

mikrokanonische Zustandssumme, micro-
canonical partition sum, 65

Mittelwert, 177

Molekular Dynamik, 102

Molekularfeld-Theorie, mean field appro-
ximation, 138

Molzahl, 78

Momente der Verteilung, moments of a
distribution, 25

Monte Carlo Methode, 84

Monte Carlo Simulation, 40

Nernst-Theorem, 113

nicht normierte Autokorrelationsfunktion,
177

Non-Reversal Random Walk (NRRW) ,
106

normierte Autokorrelationsfunktion, 177

NRRW, 106

Oberflichenspannung, 56

Paarkorrelationsfunktion, 86

pair correlation function, 86

periodische Randbedingungen, 85

Phasenraum, 23

Phasenraum, phase space, 10, 21

Phasenraumfunktionen, phase space func-
tion, 10

Poisson-Klammer, 11

Potential, 72

Potts-Modell, 18

radial distribution function, 86

radiale Verteilungsfunktion, 86

Random Walk, 37

Random Walk, non-reversal, 106
Random Walk, self-avoiding, 106
Reibung, 69

Responsefunktionen, 100

reversiblen Prozess, 113

reversibler Prozess, reversible process, 55
Ring uber €2, 197

SAW, 106

Schiefe, skew, 26

Selbst-Konsitenz-Bedingung, self-consistency
condition, 143

Siedeverzug, 91
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simple sampling, 40

Single-spin-flip Glauber dynamics, 150

Skalenexponenten, 203

Spektraldichte einer Zufallsvariablen, 69

Spinodale, 175

Spinodale Entmischung, spinodal decom-
position, 135

stationdre Verteilung, 47

statistische Operator, statistical operator,
14

Stirling-Formel, 187

stochastische Kraft, 69

stochastische Variable, 199

stochastischer Proze83 , 45

Student, t-Verteilung, 48

Sublimationskurve, 164

System, thermodynamisches, thermody-

namic system, 7

Teilchenzahl, 54

Temperatur, temperature, 56
Temperatur, temperature, 68

thermische Ausdehnungskoeffizient, 115
thermodynamische Gleichgewicht, ther-

modynamic equilibrium, 53

thermodynamischen Gleichgewichtszustand,

thermodynamic equilibrium), 17
thermodynamischen System, 111
thermodynamischer Limes, thermodyna-

mic limit, 8
thermodynamischer Zustand, 111
thermodynamisches Potential, 72
thermodynamisches System, 7
Trajektorie, trajectory, 10
Transfermatrix-Methode, 139
Transitivitit, 112

unkorreliert, 200

Varianz, 200

verallgemeinerte homogene Funktion, 203

vereinigungsstabil, 197

Verteilung der stochastischen Variablen
X, 199

Verteilung, Binomial, 27

Verteilung, Gauss, 27

Verteilungsfunktion, distribution functi-
on, 23

Verteilungsfunktion, konfigurationelle, 85

virial coefficients, 93

virial expansion, 93

Virialentwicklung, 93

Virialkoeffizienten, 93

Volumen, 54

W-Raum, 199

Wirme, quasi-statische, engl. quasi-static
heat, 54

Wirmekapazitit, 119

Wahrscheinlichkeit, probability, 21

Wahrscheinlichkeitsdichte, probability den-
sity, 24

Wahrscheinlichkeitsmas (W-Mas), 198

Wechselwirkung, ausgeschlossenes Volu-
men, 84

Wirkungsgrad, 122

Zeitmittel einer Observablen, time avera-
ge, 67

zentrales Moment, 25

Zufallsvariable, random variable, 23

Zustand, 10

Zustandsdichte, density of states, 66

Zustandsgleichung, 113

Zustandsgleichung, equation of state, 54

ZustandsgroBen, 111
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