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1.5 Elektronen im Festkorper

Bis jetzt habe wir eine adiabatische Approximation benutzt, d.h. die kineti-
sche Energie der Atome vernachléssigt bzw. als kleine Stérung angenommen
Born-Oppenheimer Approximation, mit der Hamilton-Funktion

HZ

Angenommen, dafl wir jetzt Elektronen aus dem Grundzustand anregen

konnen. Dann ist
2 2

H= Z < 2me Zz: 2M; 47‘(‘60 (Zz: |77 — Z

€
i<j ’Ri - Rj‘ i<j ‘Ri - T‘j’

R2a 7é )

mit den folgenden Bezeichnungen:

N, := Anzahl der Elektronen

N, := Anzahl der Kerne

€9 = Elektrische Feldkonstante, 4weg = 1 in C'GS-System
Z; = Ladung des i-ten Kernes

Und hier wird keine Spin-Orbit Kopplung genommen.

Wir kénnen es weiter vereinfachen, indem wir annehmen, daf3 die inneren
Elektronen stark gebunden sind und wir damit duflere Elektronen und Ionen
haben. Die Ionen seien auf festen Gitterplitzen (auf jeden Fall im Moment).
Es gibt zwei Zuginge:

e Einteilchen, Quasi-Teilchen
e kollektiv

Angenommen, die Ionen seien fixiert und die Wechselwirkung mit den Elek-
tronen sei V(7). Wir vernachléssigen zunéchst die Elektron-Elektron Wech-
selwirkung, die man spéter als Korrektur einfithren kann.

-

VR + V() = ()
¥ (7): Elektronwellenfunktion
V(7): Potentialenergie, die einen Anteil enthalten mége, der den Hintergrund
von negativer Ladung neutralisiert.

Angenommen weiter, dafl wir das Problem fiir ;(7) schon gelost. Dies ergibt
eine orthogonale Menge von Ein-Elektron Zustéinden ;. Wir fiihren nun
Erzeugungsoperator b;r fiir die Erzeugung eines Elektrons im Zustand ;:

= Zﬁib;rbi + Vee,

wobei V,_. die Elektron-Elektron Wechselwirkung bezeichnet.
Alternativ kénnen wir sowiel wie moglich der Elektron-Elektron Wechselwir-
kung in V(7) stecken. Damit erhalten wir Einteilchen-Wellenfunktion und
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Abbildung 1.27: Mittlere Ladungsdichte

die b} erzeugt Quasiteilchen. Um V() zu finden kénnte man etwa eine
Hartree-Fock Ndéhrung anwenden. Definieren wir die Mittlere Ladungsdichte

fiir das i-te Elektron
J#i

) =D 0 (e (7)

und
2
—e [4;(7)]
ist die mittlere Ladungsdichte eines Punktes 7, die durch das i-te Elektron

erzeugt wird.

Hartree-Nihrung

h2 y oo L ep( » .
V() 4 V() () + ) (7 = ()
—— dmey ) |7 — 1]
ITonen
4mo f h (Tﬂ,‘dgr’ ist die mittlere Potentialenergie zwischen einem Elektron

und dem Rest.

Wegen des Pauli-Prinzips erhalten wir jedoch noch einen extra Anteil (Hartree-
Fock Néihrung):

—Z

Nun gilt es das Koppman-Theorem, das besagt:
1.

1/1] /¢ d3/ (Nichtlokales Potential)

4meq

< WY|Hyltp > A
<> T2

Pi(1) - Pi(N)

ZZ)N.(l) ¢N.(N)
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‘H,, ist die wahre Hamilton-Funktion und 1; ist die approximative Wel-
lenfunktion.

2. Wenn wir ein Elektron, dessen Zustand zunéchst ; ist, zu ¢; anregen
und alle anderen Wellenfunktionen unveréindert lassen, dann ist die
Energiednderung

< Y|Hylp > S
<glp> 7
d.h. ¢; kann als eine Einteilchenenergie aufgefafit werden, solange wir
nur an Anderung der Energie interessiert sind, wenn wir das System
anregen. Zum Beispiel kann man fiir die spezifische Wérme ¢; als die
Energie eines Elektrons nehmen.

Das Programm sieht also wie folgt aus: Nehme
2m

h2
< v+ V(ﬁ) Yi(7) = ei(7),

wobei V(7) die Ionen und eine mittlere Elektron-Elektron Wechselwirkung
beinhaltet.
V(7) muf die Eigenschaft haben:

fiir jeden Bravais-Gittervektor @,
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1.5.1 Bloch’scher Satz
Sei V(¥ + dy) = V(7) und betrachten wir

h2
<_%v2 + V(F)> T;Z)l/("?) = 61/7;[)11("?)

Dann ist 1, (" + dy,) ebenfalls eine Eigenfunktion mit Energie €,,.

Wenn ¢, nicht entartet ist, dann ist
V(7 + @) = M, (1), || =1

Falls €, entartet ist, dann haben wir eine Menge {9, (7)} von Wellenfunk-
tionen mit derselben Energie:

V(T +dp) = > Wy (7)

v

Falls wir die Wellenfunktionen orthonomieren, dann gilt
< %(FJF 6n)‘¢u(F+ C_[n) >= 5;w

damit ist
— — — — de *(M g n
<t A (Fra) > <3 e, () 3
v v
_ #(n) (n) — —
- Zc,uu C)\»y < TIZ)V(T‘)|’QZ)A{(’I“) >
vy
S0y

= ZCM C/\'y

Fassen wir cfﬁ,), cgﬁ/) als Matrix auf:

dmemt _

— (™ ist unitiir Matrix.
Es gilt
™) o(m) L (M) o(n)

Gul(FH @) +@m) =S e, (7)

v

def
Z IW 1/>\
= CW cw\ wA(F)

VA

Damit haben wir eine Menge von unitdren Matrizen, die kommutieren. Dar-
aus folgt:
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e Wir konnen alle diese Matrizen simultan durch dieselbe unitére Trans-
formation diagonalisieren.

e Wir koénnen die entarteten Wellenfunktionen 1, (7) so wihlen, daf§
o (7 + Gn) = ¢, (7)
o c(mtn) — o(m)o(n) — (n)(m)
Da @, = n1d; + nods + nsds ist, folgt:

= [ T ]

v

Definieren wir nun

C,(/l) _ 6201’”
c,(/2) —: ey
B = eifsr

C(n) _ ei(n191,u+n292,u+n393,u)
Suchen wir nun einen Vektor k mit der Eigenschaft:

0, = ka1, 0z, = k"ds, 03, = k"ad3

) ) )

Erinnern wir uns, dafl die primitiven reziproken Gittervektoren 51,52,53 die
Eigenschaft

c‘il-l;j = 2776ij

haben. Definieren wir

= 1 - - -
B i= o (01,81 + 2,52 + 63,,53)

Do (F+ @) = P Fnap, ()

Nun soll 1, die periodische Bedingung geniigen. Betrachten wir eine kubi-
sche Einheit mit einer Kantenlédnge L, dann ist der Wellenvektor

- 2T
/{?V = f (ml,mg,mg) N

wobei m; eine ganze Zahl ist.
Sei L = ny1 L& + noLéy + ngLés
-

U (7 + ) = e Py, (7) = e2mmmtmanatmana)y, (7) = o), ()

Definieren wir nun v durch
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fiir alle Bravais-Gittervektoren a,,
Wir schreiben nun die Elektroneneigenfunktion in der Bloch’schen Form

vp s (7)) = e ug (),

Spin

wobei up () die Periodizitét des Gitters aufweist. Wir betrachten den fol-

gende Zustand

» (Ft5)7 ,
Vi) = @D (@)
— eikF quungrg‘,s(F)
*
e’ ru,;g,(f')
*: ei‘TFuE +§S(F) hat die Periodizitét des Gitters:

2mn

eig(F+an) _ eigfei gayn _ eigf

Wir konnen also jeden Blockzustand als einen Blockzustand mit Wellenvek-
tor k in der ersten B.Z. schreiben. Damit brauchen wir nur die Wellenvek-
toren in der ersten B.Z. zu betrachten.

Die Schrodingergleichung ist nun

2m

h2
< V2 V(ﬁ) Vg (7) = e ¥z (7)

Um die symmetrischen Eigenschaften der Blochzusténde zu erhalten, be-
trachten wir ¢;§s(f’) Falls ¢E,S(F) ein Eigenzustand des Systems ist, dann

auch ¢ (7) mit derselben Energie €
. kT .
b ) = e (7
* _ —ik?, *
Up (1) = e g (7)

Definieren wir

UL () =g (P

Es gibt also stets eine Entartung zwischen einem Elektronenzustand mit
Wellenvektor & und einem anderen Elekronenzustand mit Wellenvektor —k
d.h.
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€. . hat eine Inversionssymmetrie in E—Raum, die unabhéngig von der Sym-
metrie des Kristalls ist. (Zur Erinnerung: Fiir Phononen gibt es eine &hnliche
Symmetrie Wi, = “LE,J)
Sei R eine Rotation, Reflexion oder Invertierung des Kristalls (d.h. eine
der Symmetrieoperatoren). Man kann sich R denken als eine Rotation eines
Vektors:

Ra, = dp,
oder als die Rotation einer Kontour einer Wellenfunktion im Raum anstatt
der Rotation des Kristalls

V! (7) = Prip(7) = (R

Fiir einen Blochzustand

—

PRTZJES(F) = PR (ei r%%:g(?))
_ eigRil’?uﬂs(Rflf‘)

k;v
** ei(RE)F 7;»)

uRE,s(

**: R ist unitédr mit R~! = R up (R'F) := upp (7), da es die Periodi-
zitdt des Gitters hat.

up (RN (T4 d,)) = up (R + R™1a,)
(R7'W7+dm) = ug (R7'F)

Wenn der Kristall eine Rotationssymmetrie hat, dann hat €z = dieselbe Ro-

= Ugs

Bl

tationssymmetrie im k-Raum. Was ist nun der elektrische Strom, der durch
ein Elektron in einem Blochzustand getragen wird?

1/)];78(77) = eiEFuE7S(F) Zustand fiir den gesamten Kristall

Vg (7 t) = ei(kr—wt) uES(F) Modulierte laufende Welle.

D.h. das Elektron im Blochzustand ¢  wird nicht gestreut zu einem ande-
ren Zustand mit &' durch die Atome des Kristalls

= Das Elektron verstirkt sich wie ein freies Elektron.

WahrscheinlichkeitsfluBdichte S bzgl. des Zustandes 1  ist

S (7) = = (w3 Vo, — g VUt )

2ma

Fiir eine ebene Welle e

N h .7 .7 x h];; * klassisch ﬁ _
Spo(F) = 5 (i + k) o = —yrg (2L~
1

Um die Abhéngigkeit von 7* aufheben, normieren wir S(7) iiber den gesamten
Raum:

J SEsd?’r
[ pd3r

= v(k,

5)
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€ ks

» E ks
Rk

Alle haben dieselben Energie:
" k-Stern "

BZ

Abbildung 1.28: Symmetrie der Energie von dem Kristall mit Rotationssym-
metrie

Betrachten wir die Schrodinger Gleichung und differenzieren nach der z-
Komponente von k:

oy 2m | Oe oy
2 k,s L ks |
\Y% 8]%; + ? + (eks V) 8]%; =0
Nun ist ¢y (7) = uks(F)

oz O0ur
ggf = ixwas + e”‘"ij Damit haben wir

oy 2m Oe; 2m ouy . -,

; )8 20 T ks 2 2y k,s iki _
2ok T hE ok, Ve T [V +57 (5, V)} oy ¢ )

Multiplizieren wir es mit ¢*

¢ks 2m aeks 2 auES kP
200 on T o wkswkswks[v - (EES—V):| et =0

Integrieren wir diese Gleichung iiber den gesamten Raum

wks Br ks 2 aksms
22/%8% /8k VEVEsd ’"+/¢ {v w2 <ks_v)} o, ¢ 4T

Mit der Anwendung von dem Green’schen Satz bekommen wir

* 2m au#S ikF Oug 8 KT 2m
/w,;s {VM?(%—V)} T]Zek dPr = a]f ke [VQ ?(% )Mp d*r

=0

*
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* ¢* erfiillt dieselbe Schrédinger Funktion wie wk

Damlt also 90, 5
ks 3 m 6
/ .  h? Ok, / VYR

1 (96,;8
Y = ok,

Gruppengeschwindigkeit

Die Geschwindigkeit eines Elektronen im Band verschwindet bei k =0 so-
wie an der Zonengrenze. Wir kénnen nun ein Wellenpaket konstruieren fiir
E ks

68ks_
o ks -

ks
Eks~ ke

Abbildung 1.29:

ein Elektron mit Wellenpaket, das in R zentriert und dessen dominanter
Wellenvektor kg ist

Y= ZA Y (Frt) = sumveckA(E)eiﬁe_w’;stuﬁ,s(F)

veck

Nehmen wir an, dafl das Wellenpaket scharf um Eo ist, dann ist
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1.5.2 Spin-Orbit Kopplung

Sei
P2
- 5 |4 S.0.3
H o T (7) + Hs.
wobei ;
Hs o 1 QCQQ x VV(7)-p

mit p = —1hAV und
g - (a$7 Uya UZ)

(01 (0 =i (10
2=\ 1 0) =\ 0o ) T\o 1

Der Spin-Orbit Anteil H, ,. der Hamiltonfunktion hat die Periodizitit des
Gitters, d.h.

Hs.o.(f‘) = Hs.o.(F+ &'n)
Der Bloch’sche Satz gilt auch bei diesem Fall und damit

mit

Weiter gilt
1 66]; dk
Lo ks pTm
YEs T h ok Mt

ks = C—ks

Um dies zu zeigen, definieren wir den Operator
Q = ok,
wobei I Operator zu Komplex konjugieren ist. Dann ist
Kp =pK
und die Spin-Matrizen antikommutieren:
00 +o00;=1

mit 4,5 € {z,y, 2}
Also, HQ = QH und somit

Hipg, = €55,
= QHyy, = e, Qi
= HQYp, = € Qv
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= @y, ist Eigenzustand mit demselben Energiceigenwert €3 wie ¢z

Nun ist

Qug, = QeMug (™

’“ngu’f,s (™)

i
€ i

= ¢flgs/’

wobei Uyuzs(F) hat die Periodizitét des Gitters.
Nun ist Hy_, =€z ¢ i, und wir kénnen damit s’=s wéhlen.

Nehmen wir nun an, daf§ V' (7) sehr schwach ist im Bezug auf die dufleren
Elektronen der Atomen. Damit kénnen wir mit einfachen ebenen Wellen fiir
die Blochzustéinde starten und V(7) als eine Stérung betrachten.

Vg = %e“g’?: \lg >, €= Z—ﬁj
Storungstheorie (nicht entartet)
o < Ry [
e(k) = eo(k)+ < K|V |k > + Zﬂm

K'#£k

Fiir V(7) schreiben wir ‘
V() =Y eV
g

dann ist
PN 1 o . -
< k|V|k > = V /eflkr (Z 6“17“‘/;7) ezkrd?;,r
7
! /V(_’)d3
%4
und

oo 1 o - o
<K[VIK > = /eﬂ ’ (Z equvg) e T dPr



56 Theoretische Festkorperphysik Prof. Heermann

€o

\ /
N4

Elektronen-
Vo

zustand
méglich

-m/a 9 n/a

Abbildung 1.30:

und
eo(k) = eo(K')

Wir miissen also entartete Storungstheorie in der Nahe der Zonengrenze
machen. Dazu brauchen wir den wirklichen Blochzustand fiir das System

Yy (F) = Zas )k + 7 >

Seien e

is der exakte Eigenwert fiir den Blochzustand vy :

Hipg, = €505,

Betrachten wir zunéchst ‘H = % + V(7):

Hipp, = <—+VF)>ZQS )k + G >

= [Z as(@eo(k + ) + > as@V | [k +7 >
g g
! N
= egas(@k+7>
Multiplizieren wir es von links mit < E|
Zas )<k|k+g>+2as <k|V|k+g>—e s(0)

as(0)+eo (k)
Wenn wir es mit < k + gl statt < E| multiplizieren, dann haben wir:

( )€O(k+g +Zas <k‘—{—g|V|k:+g >—€ as(g)

as(0) = ﬁiz% 7) < K|V|k+ 7>
Eo(k) ks g
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und )
as(f) = —=——> o(§) <k+glVIk+g >
co(k + g) — e,

~

g
Sei also k nahe der Zonengrenze von BZ (~ 7/a), dann sind die wichtigen
g-Vektoren § =0 und §= —27/a-€= g

=

as(0)eo (k) + as(0) < K|V |k > +as(G1) < K|VIE + §1 >= as(0)e,

Vo Vg
o — —
as(0)ep(k) + as(0) < k|V]k > +as(g1) < k|V]k+ g1 > = as(o)%

)e
as(G1)eo(k+g1)+as(0) < k+ G |VIk > +as(G1) < k+ @ |VIk+ g1 > = as(G1)e,
—_— ——

Vi Vo
Definiere:
éo(k) :==eo(k) + Vo
— .
(0R) — ez, ) @s(0) + V., as(G1) = 0
v
g
Vi as(0) + (EO(E +4q1)— e,;s) as(gr)
Nun muf3 .
€o(k) — e, Vg _ 0
Vi, éo(k +g1) — €z,
—
:l: 1 _ = ~ g N 1 - - - bd - 2 2
6]23 = 5 (Eo(k?) + Eo(k? + 91)) + 5 (eo(k?) + Eo(k? + gl)) +4 \Vgl‘

Und in der Néhe an der Zonengrenze gibt es Néhrung fiir € :

egs ~ & (k) + const - (k — 7/2)% + |Vz, | + const - (k — 7/2)% + O((k — 7/2)%)
Also, an der Zonengrenze :
& = o) & |V

und wenn (k — 7/2)? klein ist, ist das Band parabolisch.
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Quadratisch

2|Vg1| &o /
Vo
K
-n/a /a
Abbildung 1.31:
€
W T\
v/
Vo
k
-n/a m/a

Abbildung 1.32:
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1.5.3 Tight-Binding Approximation

Angenommen, ein Elektron eines isolierten Atoms habe die Orbitale ¢, (7).
Beispielsweise fiir das H-Atom: ¢14(7). Die Wellenfunktion eines Ho Mo-
lekiils kann man approximativ als eine Linearkombination der atomaren Or-

bitale schreiben.
VE(F) = ¢15(F — 71) £ d15(F — )

Versuchen wir einen #hnlichen Ansatz im Festkorper zu machen, mit der
Annahme, daB die Uberlappung zwischen den Atomen schwach ist. Sei H

V(r)

| [

Abbildung 1.33: Schwacher Uberlapp des Potentials

die Hamiltonfunktion eines Elektrons im Festkorper:
h?
=-——V'+V
H=—5 -V + V()

mit V(7) = Y, v(F — d@,), wobei v(7) das Potential eines isolierten Atoms.
Sei ¢ () die Losung fiir die Schrodingergleichung;:

2
<_2h_mv2 + V(F)> ¢a(F) = EaQSa(F)
E,, und ¢ (7) sind also der Eigenwert und die Wellenfunktion eines isolier-

ten Atoms.
Sei ¢, ((7) die Eigenfunktion des Elektron im Festkérper:

¢ga((7?) - Z An(ba(F_ 671)

¥z ((7) mufl ein Blochzustand sein:

ka
1
An _ _—  ikdn
VN©
— 1 1ka. — —
=z ( )_ﬁz Fn o (F — i)
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Weiter wollen wir die Orthogonalitédt priifen:

1 s L=
<wl§’a’¢l¥a > = N%e_l(k e )/¢a( )¢o¢( - m)d?)?,,

h(@n—am)
1 B e
K CEL )
an—am
o(1) Nop &
Betrachten wir nun die Energie:
<YM, >
ho < Vo |Vpa >
1 1
N < %za“/’;;a >
—zk (Gn—am /(b _h_2v2+zv(f'—d'l) 10} (F—@ )d37°
2m ] “ "
1
N < wkawjka
Z efzk an—am /(b 7 — an 1)(7?— 6l)¢a(F_ C_L'm)d37”

l#m

In dieser Summe sind nur die folgenden Terme interessant:
e n=m:

1 . o
N < T’Z)ka|¢ka /gba n (7" — al)gf)a(r — an)d r—:h

l#n
unabhéngig von k
o n=1|
1 1 7zl<:(a —a / = 2 = 3
N v ¢ n an)¢a(r - am)d r
N < ¢ka|¢ka n;ﬁm ¢

h(@n—adm)

—Ze’ in=m) (G, — )

n#Em

Die restlichen Terme sind wegen der schwachen Uberlappung unwichtig. Da-
mit ist die Energie

1 s
o= Fa+h + 5 > e~ M@ =amlp (G, — @)
n#m

Wegen des letzten Terms Zn?ém *ZE(‘Y"*J’")h(&’n — d,y,) ist das Energieni-
veau nicht mehr diskret, sondern ein Band.
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Angenommen, wir habe es mit einem einfach-kubischen Gitter zu tun. Wir
betrachten nun die (1,0, 0) Richtung. AuBerdem sei die ¢, s-Zustand. Dann
ist h(d,) = h(—dy,). Weiter ignorieren wir h(d@, — @) fir die Absténde
grofer als néchste Nachbarn.
€r, = Fa+ h' + h(a1) (2 cos kyay + 2 cos kyas + 2 cos k. as)
Also dhnlich wie das Band von der Theorie der fast freien Elektronen.

€

\ Ea+h
4lh(a1)l /

Abbildung 1.34:

Damit die Tight-Binding-Approximation funktioniert, mufl der Uberlapp der
Wellenfunktion zwischen benachbarten Plétzen klein sein, d.h. h(a;) klein,
d.h. schmale Bandbreite. Fiir N isolierte Atome mit dem Energieniveau FE,,

,,,,,,,, |

Ea < 4lh(a1)|

,,,,,,,, —

Isoliertes Kristall
Atom

Abbildung 1.35:

gibt es einen N-fach entarteten Zustand. Im Festkorper iiberlappen jedoch
die Wellenfunktionen und die N-fache Entartung wird zu einem Band von
Zustédnden sein, jedes von einem der atomaren Zusténden erzeugt.

Die Blochwelle

1 ik I
¢]}’a = \/—N Z BZkanQSa(r — p)
n

ist eine Linearkombination von lokalisierten Orbitalen. Andererseits tragt die
Blochwelle Strom durch den Kristall. D.h.: Das “Hopping”-Matrixelement,
das die Ursache fiir die Bewegung eines Elektrons von einem Atom zu
néchsten ist, ist verbunden mit h(a;):

Oez .
Strom o< 5,’;5 o Bandbreite

D.h. die Hoppingrate ist mit der Bandbreite verbunden. Daraus folgt: Schma-
les Band = geringe Hoppingrate = kleiner Strom.
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OVOUO

Abbildung 1.36: Tunnel des Elektrons

Hier gibt es ein Problem:

Bei einem Festkorper mit schmalem Band kann die Tight-Binding- Approximation
wegen der korrelation zwischen den Elektronen problematisch werden.
Betrachten wir etwa wieder 1 () = ¢14(F — 1) & ¢15(F — 7). Zwei Elektro-
nen in solchen Orbitalen haben eine endliche Wahrscheinlichkeit, daf3 beide
Elektronen dasselbe Atom besetzen. In diesem Fall erhalten wir eine Cou-
lombenergie fiir die AbstoBung. Wenn der Uberlapp zwischen den Orbitalen
klein ist, dann kann die Uberlappenergie die Coulombenergie nicht kom-
pensiert und das molekulare Orbital ist eine schlechte Approximation. Das
Blochbild bricht in diesem Fall zusammen und die Elektronen werden an
individuellen Atomen lokalisiert. — Hubbard-Modell
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1.5.4 Pseudopotential

Orthogonalisieren wir ebene Welle \E > mit

Xg — |E > _Z |¢na >< @bna“;; >

n,o

«a ist der Index fiir die Kernorbitale Die y;: sind nicht orthogonal zueinander.

Jeder ist orthogonal zu den Kern-Orbitalen. Weiter bilden die {XE} eine

vollsténdige Menge von Zusténden im Raum, der orthogonal zu den Kern-
Orbitalen ist.
Xj; hat Blochform:

ik ik
R _ a—»_—»n *—»_—»n—d,?,
=y L al =) [ -0 T
=:ca(k)

;(5? = \/_IN —Yna e‘iE(F—dn)qﬁa(F— @n)ca(k) hat die Periodizitéit des Gitters.

Seinun P:=3%, , |po >< ¢o| der Projektionsoperator, dann ist
Xp=(1—P)lk>

Sei ¢ die wahre Wellenfunktion. Dann ist:

b= ap(1-P)k>=(1-P)Y aplk >
E E
Definieren wir eine Pseudowellenfunktion
o(F) == Z alg|l€ >
E

— w=(1-P)p ()

Wir konstruieren eine Gleichung vom Schrédinger Typ fiir ¢:

h2
( V2 + V(ﬂ) () = Ex(7)

2m

2
. <_§—mv2 ¥ vm) (1= P)ol) = E(1— P) ()

h?_, h?_,

=W(E)

h2
= l——vz—l—W p=FEp
2m
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W (E) ist definiert als das Pseudopotential mit

2m

h2
W(E) = V(r)— ( V2 + V(ﬁ) Y bna >< bnal + EY [dna >< bn,al

= V(F) + Z (E - En,a) ‘¢n704 >< an@’,

n,o

da |¢, > die Schrodingergleichung

- 3 na:Ena n,o
( v +v<r>>¢, atn,

erfiillt.
W hat die folgenden Eigenschaften:

e I/ ist ein nicht lokales Potential.

o W hingt von E ab, d.h. W héngt von den Energieeigenwerten ab, die
wir ja gerade finden wollen.

e Die Wellenfunktion ¢ werden glatt sein und daher mufl W ein schwa-
ches Potential sein.

Beachten wir folgende Punkte:

e E—FEny>0

e Die Eigenwerte von 3, , [#na >< ¢n,o| sind 0 und 1.
Daraus folgt, daB8 3=, , (E' — Ena) [¢n,a >< én,al positiv ist. Anderer-
seits ist V(7) in der Kernregion negativ. Es wird erwartet, daf§ sich
diese beiden Teile in etwa herausheben.

e ( ist nicht eindeutig, d.h. die Abhéangigkeit von W bzgl. E ist irrele-
vant.

Betrachten wir

h? _, n?_, ,
<_%v + W) ¢n,a = (_%v + V(T) + Z (E - En’,o/) |¢n’,o¢’ >< ¢n/,a/| ¢n,a

En,agbn,a + (E - En,a) ¢n,a
= E¢n,a

n?_,
= (—%V +W> <¢+;¢n,a> =F <¢+;¢n,a>

n’ o

= ¢=(01-P) <<P+Z¢n,a>

Betrachten wir weiter

W' = V(F) + Z)\ma‘gbma >< ¢n,o¢’7

n,a
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wobei wir die A, o wéhlen. Die neue Schrédingergleichung ist
h2
<——V2 + W/) S0/ — E/QOI
2m

Multiplizieren wir von links mit 1/}1’5

2
<7 —;L—mw FVA+Y Ana e >< dnal | ¢ >=E <y’ >
e <Y%|fn,a>=0,0rtogonal
.
Ep <yple' >= E' < yply’' >
damit ist
Ep = E'

Zeigen wir nun: ¢y = (1 — P) ¢

h2
<——V2 —i—W’) 4,0/ _ Eltp/

2m

h?_, .
(1-P) (—%v + V(P + Y Aaldna >< ¢n,a\> ' >=E(Q1-P)l >

n,o

P(—;—mV2+V(F)> = VO + Y [bna >< bl (—j—mv2+v<f>)

n,o

= ZEn,a|¢n,a >< ¢n,a|

<—%v2 + vm) P
h2
— (—%vz + V(ﬂ) (1-P)l¢'>=E(1-P)l¢ >

= (1 — P) ¢’ ist Losung der urspriinglichen Schrodingergleichung.

= (1 = P)¢' = 1 Es gilt dennoch: W' liefert dieselben Energieeigenwerte
wie W und die Wellenfunktion ¢’, die man zu W' erhilt, gibt dieselbe wahre
Wellenfunktion wie die, die man aus W und ¢ erhalt.

Wihlen wir also die A, o derart, dafl W' so schwach wie moglich ist.

W = V(4D |ona >< ¢nal

n,o

= > u(F=dn)+ ) |Pna >< dnal

n

= Z U(F—ﬁn)+2|¢n,a >< Pn,al
= an

wy, ist als das atomare Pseudopotential bezeichnet. Diese kénnen benutzt
werden, um Eigenschaften eines Kristalls anzufitten. Damit ist es auch moglich,
ungeordnete Systeme bzw. Systeme mit Fehlstellen zu beschreiben.
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Andere Methoden, die die Bandstruktur auszurechnen
Muffin-Tin Methode

Bei dieser Methode wird das Potential V(1) wie folgt approximiert:

V(7) wird als sphdrisch-symmetrisch innerhalb eines Abstandes r¢ vom Mit-
telpunkt eines Atoms und in diesem Bereich sei es das atomare Potential.
Auflerhalb dieser Bereiche wird das Potential als Konstante angenommen.
Losen wir nun die Schrodinger-Gleichung innerhalb des Kugel-symmetrischen
Bereiches. Innerhalb dieses Bereichs muf3 die Lésung muf3 proportional zu

Z Clle(|F_ C_in|)}/lm(0, 90)

I,;m

und auflerhalb ist die Losung ebene Wellen.

etk “auBerhalb”
etkdn > tm Com R (|7 = @n|)Yim (0, 0)  “innerhald”

Wihlen wir die konstanten Cj,,, so daf3 die Wellenfunktion an den Réndern
stetig ist (man kann zeigen, dafl man Cj,, nicht so wihlen kann, daf§ die
Wellenfunktion an den Réndern auch differenzierbar ist). Die Gesamtwel-
lenfunktion ist nun
Vg =D Agxg4(7)
g

Wir hatten ebenfalls gesehen, dafl weit weg von der Grenze der BZ die
Energie quadratisch in & ist:

h2k2

om*’

1%

615
wobel m* die effektive Masse ist. Oder

€ = Zaijkikj + -
ij
falls keine vollstindige Symmetrie vorliegt.
Durch Anwendung eines elektrischen Feld erhalten wir
ok
—eE = h—
‘ ot
(Bloch Oszillation) kein Elektrisches Feld = Gleichgewicht = kein Strom
Falls die Symmetrie gebrochen wird (k +» —k) , etwa durch die Verunreini-

gung = Strom

J = ansevgs #0

ks

Wann ist nun ein Festkorper ein Metall, ein Halbleiter oder ein Isolator?
Die héngt von der Fermi-Energie ab. Betrachten wir einfache Metalle mit
einem Valenzelektron (z.B. Li, Na) Anzahl von k in 1. BZ = Anzahl der
Na Atome = Anzahl der Elektronen.
Aber ein Elektron hat zwei Spin-Richtungen T |.
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Fermi-Flache

- 1
k-Raum (2D) /5
/
....... /
vorher naéhher

Abbildung 1.37:

__—groRe Liicke

" -
EF Isolator
// ....................... . .
Vakuum < D o kleine Licke
Najc——— EF Halbleiter

F Metall

D(E)

Abbildung 1.38:

\ leer
EF
/aufgefijllt

1.BZ

Abbildung 1.39:

67
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Damit ist nur halb der 1. BZ mit Elektronen aufgefiillt.

Was ist nun die Fermi-Fldiche eines einfachen kubischen Systems mit einem
Valenzelektron?

Anzahl der Na Atome = Anzahl der Elekronen

N Elektronen:

N 8x3
Ve = — 2
Ny
wobeil V' das Kristallvolumen ist.
4 N 873
Zakd = 220
3T Ty
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1.5.5 Fermi-Statistik fiir Metalle und Halbleiter
Metalle

Wir bleiben nun im Blochbild, d.h. die Elektronen bewegen sich “unabhéngig”
in einem effektiven Potential V(7). Dieses Potential beinhaltet approximativ
die Elektron-Elektron Wechselwirkung sowie die Elektron-Gitter Wechsel-
wirkung. Seien nun die Elektronenergie € gegeben, dann konnen wir die
Blochelektronen als nicht wechselwirkende Teilchen, also als ein ideales Fer-
migas behandeln. Solange wir nur die Anderungen in der Energie betrachten,
konnen wir e als die Energie eines Elektrons nehmen. (Mittlere) Energie
eines idealen Gases bei der Temperatur T:

By = [ eD(Of(E)de,

mit der mittleren Besetzungszahl

-1

fe) = {eﬂ(e—u)}
w ist als Fermi Level (Fermi Potential, chemische Potential) definiert und

D(e) ist die Ein-FElektron Zustandsdichte.
Die gesamte Teilchenzahl ist:

N= / D(e) f(e)de.
Wir wollen nun Integrale von der folgenden Form berechnen:

1= [ g

. N
— [GOf(E]Z. - / Ge) f'(€)de,
— -0

f(e) i KT !
1

Abbildung 1.40:

von f(e) ist es klar, daf§ wir nur in der Néhe von p zu untersuchen brauchen.
Mit der Entwicklung von G um p

Ge) = Gl) + (e~ p) C' (1) + 5 (6 — ) G () + -
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erhalten wir das Integral

I = G(p)+G"(n)

2
_ /_’; D(e)de + @729/@).

(Das Integral von (e — ) G'(u) f'(€) ist gleich null wegen der Antisymmetrie
um € = p.)
Somit gilt fiir die Anzahl der Teilchen

2 p

N = /—: D(e)de + @WQD'(M) = /_OO D(e)de
€p 2

= /_OO D(e)de — /_l; D(e)de = @ﬂzD/(u)

~(ep—p)D(p)

Hier haben wir angenommen, daf§ D(e) eine sich wohlverhaltende Funktion
bei € = p ist, d.h. D'(u) existiert. Dies kann zu Schwierigkeit fithren, falls
die Fermienergie in der der Bandkante liegt.

EF
€0
k:
Abbildung 1.41:
h2k? dk 2m* 1 _
h-c0=5 - = =\ g 2

D(€)de = 2 4 sAmk*dk

2

_ 8V ,dk

D(e) (27T)3 o
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D(€)
ol
Abbildung 1.42:
vV . dk
D(E) = Pkg%
1V /2m*\3/2
= () G
D(e) ~ (e — €0)/?
—1/2

= D'(e) ~ (ex — €0)

Also, D'(€) ist singulér ab der Bandkante! Wenn e sehr Nahe an der Band-
kante ist, dann bricht die Entwicklung bis 72 zusammen. Wenn ep —¢ey < kT,
dann kann die Entwicklung nicht benutzt werden und wenn ep — ¢y < kT,
dann funktioniert die Boltzmann-Verteilung gut fiir Elektronen im Leitungs-
band (klassisches Limes)

Wir rechnen nun noch die spezifische Wirme eines Metalls aus. Dazu

OF
Co = (a—T)T

o [+
_ 8_T/m eD(e)f(¢)de
a o0
8_T/o eD(e) f(e)de
o [ [ (kT)* ,d
/0 eD(e)de + 5 WQ&[GD(G)];“

ar

Cy~T

Vergleich mit der Debye-Theorie:

Cy, ~ T3, T~0
C, = Konstante, T hoch
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€
Leitungsband
(ungefiillt)
Ec
Ev Licke ~ 1eV
k
Valenzband

(vollstandig gefillt)

Abbildung 1.43: Energieband von dem Halbleiter

Halbleiter

Bei T = 0 ist der Valenzband vollstéindig von Elektronen besetzt, dagegen
ist der Leitungsband vollstindig ungefiillt. Die Anzahl der Elektronen ist
Ny mit

Ey

Ny = D(e)de

—00
Bei anderer Temperatur 7" # 0 kann man die Anzahl der Elektronen Ny
durch die Fermi-Statistik ableiten

Np = /_O:O D(e)f(e)de = /_EO: D(e) f(e)de + - D(e)f(e)de

Ec
Da die Anzahl der Elektronen immer gleich sein soll (Ng = Nr), gilt

Eyv o)
D(e)f(e)de = | — D(e)f(e)de,

—0o0 Ec

wobei f_EO‘g D(e)f(e)de = Anzahl der fehlenden Elektronen im Valenzband
= Anzahl der Locher und
J&,, D(€) f(e)de = Anzahl der Elektronen im Leitungsband ist.

1 eBle—n) 1

1-flg=1- Bl 11 eBlemw 1 e Ble—m +1

Interpretation: — (€ — ) = €Loch — KLoch
———
Elektronen

o0 1 1

o0
— EV D(ELOCh) eﬁ(ELoch_NLoch) =+ 1d€LOCh - Ec D(E) eﬁ(ﬁ—u) =+ 1d€,
wobei Ey = —FEy + const ist. Aus der bisherigen Diskussion folgen zwei

Punkte:
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e Locher gehorchen der Fermi-Statistik

_ (OFE
* B (3_N)T
Bei T # 0 gilt f(e) = m = f(p) = 3 und damit liegt p in der
Bandliicke.

Eigenschaften von dem Locher:
e Ladung: ¢/ = +[e|
e Impuls: ];’ =—-p
e Energie: €1,.4(p) = Konstante — e(p)
e Fermi-Potential: pr..n, = Konstante — p

Und die Anzahl der Elektronen (NN.) und der Locher (Npoep) muB in diesem
Fall (intrinsisch, ohne Donator oder Akzeptor) immer gleich sein.
Nun gilt

.1 ampN\3/? e 1
N, = 52 ( > /60 \/e—eoieﬁ(g_u)_i_lde
w1 (2mEp\3/? oo
~ ( ) / Ve — ege Plem ge
7T €0
3/2
_ 2< ) —Bleo—p)
277712

(*) Dabei wird Ey = 0 gesetzt und ¢g = Ec — Ey = E¢.
(**) Ep ~ 1eV, kT ~ 0.025¢V

3/2
1
NLoch ~ 2—712( ) / vV — ee Blu— E)de

* 3/2
_ 2my kT o~ Beo
21h?

Aus N, = Ny, erhalten wir

1 3 my
n = 560 + Zlen—*

e

Fiir mj, = m; = p = €p, also in der Mitte der Locher.

Zum Schlufl noch eine Ergénzung von den dotierten Halbleiter:

e N-Typ Halbleiter:

— fiinfwertige P (Phosphor), As (Arsen) dotiert in vierwertigen Si
oder Ge
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Leitungsband

Donator

k,
Valenzband \

(Leitung durch Elektronen)

-

30 meV

\

Abbildung 1.44: N-Typ Halbleiter

Leitungsband

Akzeptor

| /.

)
)|

Valenzband

(Leitung durch Locher)

Abbildung 1.45: P-Typ Halbleiter

— Sie werden als Donator bezeichnet.

— Leitung durch Elektronen

e P-Typ Halbleiter

— dreiwertige B (Bor) in Si oder Ge
— Sie werden als Akzeptor bezeichnet.

— Leitung durch Locher





