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1.4 Streuung an Kristallen

1.4.1 Elastische Streuung

Wir betrachten etwa die folgende Situation.
Zunéchst spezifizieren wir den Anfangszustand des Kristalls durch

D)=

Der Zustand nach der Kollision sei durch

01 = )

Ei,817 k2,89
bezeichnet. Wir machen nun die Annahme:
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Lo nk >
b

k1,817 k2,2

K Strahl (Schnelle Elektronen,
2 Langsame Neutronen)
L
\/
Kristall

Abbildung 1.17: Streuung des Strahls durch Kristall

Die einzigen Anregungen, die durch den Strahl im Kristall erzeugt werden,
sind Phononen.

Der Zustand fiir den Strahl (ohne Spin) vor und nach der Streuung wird
durch

F) = Szt =b 0

1

»—Aé‘»—u

) = e

2

bezeichnet.
Die Hamilton-Funktion sei die, die aus der harmonischen Approximation
genommen ist (ohne Wechselwirkung: Mean Field)

Hiristall = Z (agsa;gs) hw];'s'
ks
Die Hamilton-Funktion fiir den Strahl ist

_ +
Hstran = Z €qo b, bg0s
q,o

wobei o der Index fiir Spin ist.

Wir miissen nun noch die Wechselwirkung zwischen Strahl und Kristall be-
trachten. Dazu benutzen wir die Goldene Regel von Fermi, um die Streuung
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zu beschreiben. Die Ubergangsrate vom Zustand ‘El, {n’}> nach ‘%2, {nf }>
ist gleich

2

| {0} 1 (L) (e, + Bt — g, By

Um H’ zu erhalten, miissen wir Approximation vornehmen.

Starre Atome-Approzimation:

Kristall besteht aus Atomen, deren Index bzgl. der Positionen in der Ele-
mentarzelle gewonnen werden kann. Das Potential bzgl. des Atoms j, das

dieses durch die Streuung eines Teilchens erféhrt, ist: U;(7)

Wir schreiben

- L ikey 7
U;(7) = Zvek (k)
P
o —ikF Ly [ i(R—R)7 "
/‘/Uj(r)e gy — %:VAj(k)/‘/e (=R g3y = \; ().

Nehmen wir an, dass das Teilchen beim Durchgang durch den Kristall eine
Superposition von den Potentialen Uj(r) sieht.

H = Z U (T — 7)),
in
wobei 7, die Position des Kerns des jn-ten Atoms im Kristall ist
Fin = n + d; + Tjn-

Damit ist

ujn

dj

Einheitszelle

Abbildung 1.18:

1 o -
H/ _ V Z Z ezk(r—r]n))\j(k,)

veck jn

_ % Ty eiE(ﬂanfcijfajn))\j(E)'

veck jn

(Achtung: 7 und i, sind Operatoren, dagegen sind @, und d; nur normale
Vektoren.)
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k wird mit dem Impulsiibertrag zusammenhéngen und wir sind an solchen
k interessiert, bei denen k < einige inverse Gitterkonstanten.

. 1
‘kujn‘ ~ —uj, < 1
a

Damit kénnen wir e~ *%in entwickeln und zwar

e~iRiin — 1 _ika, —1(/26- )2+---
~ L 2\
Ha Ho —
Hs

Weiter betrachten wir /" (7 bezeichnet den Ort des zu streuenden Teil-

chens):

k7 _ + o | kR

=3 bk, (Fa || v )

k1k2
Nun ist
oo || | i(k+ky—k2)7 L
<k‘2 6 1 V/ d’l” = 6k2,k+k1

=

ik _ .
= Zklkgb b 51@ i

Also zusammen fiir H;:

1 iRy \ —ikd,
IR 9 30 o) B VED SUT
EoJoQ" , k1ko
NZgag,E

_ —Z Zeﬂqd”\ ®Zbk2bk1 Fa, @tk |

E1ka
Amplitude

wobei g der reziproke Gittervektor ist.
Der Anteil H; ist diagonal in den Phononenvariablen

(Ror {n} (Pl R, ')

d.h. keine Phononen werden erzeugt oder vernichtet.
Es ist

E2:E1+§

Angenommen, dass ‘El‘ = ‘Eg‘ = ‘%‘

g1 = 2 |k|sin(6)

2
|G| = %n (Bragg — Reflexe)
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o 2
Bezeichnung: |3, e~ 9 )\j((j')‘ heifit Form- oder Strukturfaktor.

Die obige Relation bzgl. k und g sagt auch, dass eine minimale Energie
notwendig ist, um Streuung zu erhalten.

Nun zu Hs:

1 . 1/2
Ujp = —= E ei‘ﬁnﬁj(q_', s) ( ) ags +a’ ),
VN = 2MCwg, ( a qs)

damit
N2 5%
_ ¢ k 7—k)an
Hoy = —V zﬁ:ezr zq;zn:el( )a

1/2
h L
> (om +a%5) (m) 2 e k()
qs j

S

Somit erhalten wir Terme der Form
+p- - -
bl?z Ok, aq55k2 q—g+k1”
Die Abbildung 1.19 zeigt die Beziehung zwischen den Kristallimpulsen vor
a.s .mm.m.,

k2

k1

Abbildung 1.19: Beziehung zwischen den Kristallimpulsen vor und nach der
Streuung

und nach der Streuung
ki + ¢ = k2 + g,
d.h. der gesamte Kristallimpuls ist erhalten bis auf reziproke Gittervektoren.

Wir betrachten nun den Fall, dass die Besetzungszahlen vor und nach der
Streuung gleich sind:
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AW
AR,

Flussigkeit q

o

Kristall

Abbildung 1.20: Strukturfaktor von Kristall und Fliissigkeit

R = [ Y o) o -
= %Z Z <l§2 ek” E1> e_ZE“”)\j(E)e_’E‘Ij
E oin

wobei ‘ZEﬁ]n‘ =0 und A Matrizelemente der Bragg-Streuung sind.
Betrachten wir nun ein thermisches Mittel und behalten alle Terme hoherer
Ordnung, dann ist
- N2
D~ ei<(ku) >

D ist der Debye- Waller-Faktor. Dies bedeutet, dass Bragg-Peak und -Intensitéit
mit wachsender Temperatur verloren gehen und zwar exponentiell, da ela-
stische Streuung nun dominiert.

Nachdem wir die Streuung an geordneten Medien untersucht haben, wollen
wir nun die Streuung an ungeordneten Medien, etwa wie die Fliissigkeiten,
beobachten.

Die Hamilton-Funktion der Wechselwirkung sei durch

7, {"n}) Z u(r



Theoretische Festkorperphysik Prof. Heermann

k2

N

Flussigkeit

Abbildung 1.21: Streuung des Strahls durch Fliissigkeit

Detektor

Quelle

Rp
k1

Rc,«"/ Rs

X

Abbildung 1.22:

beschrieben, wobei 75, den Ort aller Teilchen im System bezeichnet.

Wir schreiben wieder ) .
U(r) = 37 22 e "AK)

k
und

{Tn} ZZ zk(r n)

Nun ist
2

(R B[ = ‘<k S UG- ) k>

Annahme: Detektor ist weit von der Probe entfernt (Abb 1.22),
dh. |Bp - Rs| ~|Rp - Rol
—

ko = ky + k.
Betrachten wir jetzt <E1 +EUF—7) E1>:

39

1 o - 1 P o
V/e—z(kl—l—k)rU(F_Fn)ezklrdZST _ _Z/e—z(k:l-l—k)’rezk (rfrn))\( /)ezklrdST
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— 2 Z/ —veck 7‘ fzk r")\(k‘/)dg’l”

R+ R R)] =

= gz TN R)AR)
Wenn wir ein wvollstindig geordnetes System hétten, dann ist

Ze—iﬁ(an—am) N %k’
n 7
d.h. Streuung nur bei g = k.
Fiir das ungeordnete System haben wir
o /e e \2 L — iR (7o —Fom) 2
z(k)_‘<k1+k\7-{|k1>‘ = n}ﬂ;e ‘A(k)‘

Formfaktor

Strukturfaktor S(q)

Im unkorrelierten Fall ist

S e FE T = 3 G = N.

Damit ist 5 N 9
io() = [ (R + [ R)|* = 5 [AB)
- (F)
i(k 1 — iR (Fu—Fom
io(k) :annge ! "

Wir miissen hierbei selbstverstdndlich noch eine thermische Mittelung ver-

nehmen: .
i(k) 1 iR (Fr—Fm)
< = e n m
iok) N <%n:

Wir wollen nun die Streuintensitét und die Paarkorrelationsfunktion in Ver-
bindung bringen:

i(k) 1// o NS TR\ g g
< = — 0T — Tp)o(r" — ) e ) Y d2rdr
B - (g

- %// <Z (7 — 7)d(r" — Fm)> o~ R T=T) B 3!

—

Definieren wir nun n(7) := S22, §(7F — 7,) mit (n(F)) = <7> =: p, dann ist

220((%) = %//<n(F)n(7:7)>e_iE(F_F/)d:)’rdgr'.
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AW
AR,

Flissigkeit r

G(r)

Kristall r

Abbildung 1.23: Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion von Fliissigkeit und
Kristall

Definieren wir weiter die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion

Weiter ist

Daraus folgt:

i(k) 1 // I 2\ —ik(F—7) 3., 13,1
4~ = — GFr—1)+ e T A0 rdor
Wi S W (G =)+ %)
V2 2¢/7, vV —ikF N ]
— Wpé(k:)—i—ﬁ/e G(7)d

Wir definieren den Strukturfaktor durch

S = [ G
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1.4.2 MofBbauer-Effekt

Bei der Erzeugung eines v-Quants ergibt sich eine RiickstoBenergie

RickstoR y -Stralung

Abbildung 1.24:

R R2k? ek B? W? By=hw B

oM ~ 2M 2 2Me2
— R E
,
—_— = 1
E, 2Mc? <

Anderseits hat die Gammastrahlung eine Linienbreite I' mit I' < R

= I < R < E, (scharfe Linienbreite)

Angenommen, dass wir zwei freie Atome hitten, dann kann die von einem
Atom emittierte y-Strahlung nicht von dem anderen Atom absorbiert wer-
den. Im Festkorper ist dies jedoch moglich, da kein Riicksto3 vorkommt!
Sei also I' < R < FE, und angenommen, dass das emittierende Atom vor

A
hk

pi

Y

pf
Abbildung 1.25:

der Emittierung in Bewegung gewesen sei. Nach der Impulserhaltung:

@Zﬁf-i-hg

p® _ (pi—hk)* _ p®  hkp | BPR

oM 2M oM M oM

;o pit Rk h2k?

“om om - MV T om

Nun ist w = ck

hk h
Mﬁ; = %v cosf = E,Y% cos 6,
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also Dopplershift in der Energie.

Betrachten wir nun noch mal den freien Fall mit einer Hamilton-Funktion
von der Wechselwirkung zwischen dem Kern und dem Strahlungsfeld:

H = chefﬁgéa(l_{) + cc
k

cgz Erzeugung eines Photons mit Wellenvektor E;

a(k): Matrixelement des Kerns.
Annahme:

e Wir haben ein Atom im freien Raum mit Wellenfunktion des Massen-
mittelpunktes der folgenden Form:
iqr

(&

VV
e Der Anfangszustand des Kerns sei ¢;.

e Der Zustand des Kerns gehe von ¢; — ¢; mit der Wellenfunktion des

Massenmittelpunktes:

1
—¢€

N

und einem emittierten Photon mit Wellenvektor Q

iq'T

Die Ubergangsrate ist (Modulo-Faktoren von 27 und h)

1 e = 1 |2
< ¢y, \/—Vezq ", QIH | i, \/—Vezqr > (B — E;)

1 N

" (e-m e
Betrachten wir das Matrixelement

1 ow A R
", QIH! ¢y, —=e'T" >

< Qf, —F=
v Vv
. 1 s .
= < Q\%\o > /e*’q TeT QT P < b r Q)i >

uninteressant

O 4+3.q

Sehen wir das nun fiir den Kristall an. Der Anfangszustand sei

’{nz}7¢z >

{n;}: Phononenbesetzungszahl vor der Emission eines y-Photons;
¢;: interner Zustand des Kerns vor der Emission.
Der Endzustand sei

|{nf}7c_j7¢f>'

Wir benutzen nun dieselbe Wechselwirkung-Hamilton-Funktion:

< {ng}, G ol {ni}6: >=< Gle510 >< {ng} e {ni} >< dgla(@)lo; >
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RickstoRfreie Emittierung

# v Photonen v

Phononen
r — |«— vernichtet

A

Phononen mit Ey
einem y—Photon

Abbildung 1.26:

Die Ubergangsrate ist

2
T = |<¢pHlgi >[T(Er — Ei)
LR 2
< |< {ng} e {ni} >|
2
< g | 0 e {ny} >
Zahl

mit

1: keine Phononen,
1Q1,: ein Phonon emittiert oder absorbiert,

S N2
% (Qﬂ’n> : Erzeugung oder Vernichtung von zwei Phononen oder gar nicht.

Fiir eine riickstoffreie Emittierung eines y-Photons, wobei das y-Photon
mit einer Energie gleich der Differenz zweier Energielevel des Kerns emit-
tiert wird, miissen wir eine Ubergangsrate fiir Phononen-Prozesse haben,
die gleich
S 2 9
< Qleflo>||< ¢ylalg; >|

und

1 2

< g5 (@) 4 >

ist.
Um solche Prozesse beobachten zu kénnen, miissen wir wieder thermisch

= \2

Qiin
mitteln und erhalten den Debye-Waller-Faktor e<( ) >T. Der Debye-Waller-
Faktor misst den Anteil von riickstoffreien Emittierungen.





